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Introduction






Une des plus grandes évolutions humaines de ces dernieres décennies est sans
aucun doute ce qu’il est désormais convenu d’appeler la "révolution numérique”.
L’essor de l'informatique a ainsi radicalement changé nos habitudes, tant sur
un plan culturel que social. Jamais depuis I'invention de Gutenberg une avan-
cée scientifique n’a autant fait évoluer nos moeurs, notre conception du monde,
nos connaissances, notre maniere de travailler, de se distraire, de s’informer. Et
pourtant, d'un point de vue scientifique, cette science n’en est qu’a ses débuts,
certains considérant méme qu’elle ne sort qu’a peine de sa préhistoire. . .

De tous les domaines de 'informatique, 'intelligence artificielle est celui qui
cristallise le plus d’espoirs, mais aussi de peurs [AW99]. Mais si I'on est encore
loin de construire le terminator [Cam85], les progres réalisés en une tres courte
période sont impressionants. Pour ne donner qu’un exemple, I’aéroport de Sydney,
en Australie, est entierement géré par des agents artificiels, I'intervention humaine
étant réduite a une supervision ne requérant pas une réelle interaction.

Un sous-domaine de l'intelligence artificielle, en plein essor, nous intéresse
plus particulierement ici. Il s’agit de I'apprentissage artificiel ou apprentissage
automatique [CMO02]. S’il est difficile de définir correctement et complétement
ce que l'on entend par "intelligence”, il est indéniable que, quelle que soit cette
définition, les capacités d’apprentissage en font partie. Ainsi, tout artefact capable
d’apprendre peut étre considéré comme possédant une intelligence. Mais qu’est-
ce qu'apprendre? Sous quelles conditions peut-on considérer quun apprentissage
est réussi? Est-il possible de formaliser mathématiquement ce qu’apprendre veut
dire?

Intuitivement, apprendre c’est étre capable d’extraire des regles de portée
générale a partir de constatations particulieres. C’est ainsi qu’'un enfant ayant
appris a parler sera en mesure de comprendre et de former des phrases qu’il n’a
jamais entendues. De maniere analogue, un algorithme est capable d’apprendre
si, a partir d’observations, que ’on appelle données d’apprentissage, il acquiert la
capacité de prendre une décision correcte sur des données qu’il n’a pas rencontrées
lors de sa phase d’apprentissage [Mit97]. Ceci est fortement lié aux capacités de
catégorisation, de classification de 'univers dans lequel évolue I’apprenant : grace
aux données d’apprentissage et s’il réussit dans son entreprise, il peut ensuite
faire la distinction entre ce qui correspond a ce qu’il a cherché a apprendre et ce



qui n’est pas du méme type, de la méme classe. Deux facons de voir 'apprentis-
sage s’opposent et se completent a ce niveau. La premiere part du principe qu’il
existe un concept cible qu’il faut découvrir. Un apprentissage sera alors réussi si
I’algorithme parvient a inférer une représentation de cette cible, ou du moins, une
représentation tres similaire a ce concept. La seconde se base sur la minimisation
de l'erreur en généralisation : I'existence d’'un concept cible n’est pas nécessaire,
et I'algorithme apprendra correctement si, sur des données ne faisant pas partie
de son apprentissage, le nombre d’erreurs de classification qu’il fait, c¢’est-a-dire
le nombre de données qu’il acceptera alors qu'il aurait du les refuser (et vice
versa), est inférieur a un certain seuil. Par exemple, il n’existe pas de définition
exhaustive de la langue frangaise. On considere donc que quelqu'un parle fran-
cais lorsqu’il possede une certaine maitrise de la langue, sans toutefois connaitre
I'intégralité du vocabulaire ou des structures grammaticales. Bien entendu, plus
I’apprenant dispose de données d’apprentissage, plus 'erreur en généralisation
doit étre faible.

Il existe une autre fagon de formaliser différents types d’apprentissage. Au lieu
de se focaliser sur le but recherché (I’existence ou non d’un concept cible), la clas-
sification se fait sur les différents types de données d’apprentissage dont on peut
disposer. Ainsi, on parle d’apprentissage supervisé si les données portent une éti-
quette permettant de savoir si elles font parties ou non de ce que ’on cherche a ap-
prendre. Dans le cas contraire, on parle d’apprentissage non-supervisé. L’ apprentis
sage transductif [Vap98] correspond a une voie intermédiaire, ot seulement une
partie des données est étiquetée. Nous nous placons dans le cadre de I’apprentis-
sage supervisé et nous n’aborderons pas les autres types dans ce qui suit.

Le but de cette these est de proposer et d’étudier des algorithmes réalisant un
apprentissage de langages formels. Ce sous-domaine de 'apprentissage automa-
tique, qui a une quarantaine d’années, est appelé inférence grammaticale [dIHO03).
Sa motivation premiere était de modéliser I'apprentissage de la langue par ’en-
fant [Cho56]. Mais, par la suite, de multiples autres domaines ont bénéficié de
ses avancées, allant de la génétique [BJVU9S] a la reconnaissance de la pa-
role [GSVGY4], en passant par le traitement de documents structurés [Fer(l]
ou la compression de textes [NMWO97].

Un langage est un ensemble, fini ou non, de mots formés sur un alphabet
donné [Aut87]. Un mot est simplement une concaténation de symboles de l’al-
phabet. Un langage peut étre représenté par une grammaire formelle, ¢’est-a-dire
un ensemble de reégles formées sur 'alphabet du langage (les lettres) et sur un al-
phabet complémentaire distinct (appelé alphabet des non-terminauzx). Ces regles
permettent de réécrire un ensemble de symboles des alphabets par un autre en-
semble. Le langage engendré par une grammaire est l'ensemble des mots que
I'on peut obtenir en utilisant les regles de la grammaire a partir d’'un symbole
non-terminal particulier, appelé azxiome de la grammaire.



Les différentes formes que peuvent prendre les regles des grammaires dé-
finissent des classes auxquelles sont associées des classes de langages formels.
Dans cette these, nous nous intéressons a une classe en particulier, la classe
dite des grammaires hors-contextes, ou grammaires algébriques (et donc aux lan-
gages hors-contextes ou langages algébriques). Cette classe est définie par une
contrainte simple: les parties gauches des regles, c’est-a-dire les parties qui se
réécrivent, doivent étre composées d'un unique symbole appartenant a ’alphabet
des non-terminaux. La classe de langages associée correspond a un large panel
de structures grammaticales. Elle comprend, par exemple, les langages contenant
des imbrications non bornées de parentheses, ¢’est-a-dire une parenthese ouvrante
suivi d’'un élément de taille indéterminée, puis d’une parentheése fermante [vD35].
Les expressions algébriques, couramment utilisés en mathématiques, forment ainsi
un langage algébrique. De la méme facon, les langages informatiques a base de ba-
lises, comme HTML ou XML, sont aussi des langages hors-contextes [Fer01]. Mais
le champ couvert par cette classe de langages ne se résume pas aux structures
de parentheses: par exemple, les avancées en bioinformatique tendent a montrer
que les structures génétiques sont, pour la plupart, hors-contextes [BJVU9S8|. En
ce qui concerne les langues naturelles, quelques structurations n’appartenant pas
a la classe ont été mises en évidence, mais elles appartiennent presque toutes
a la langue écrite et une tres grande partie des langues naturelles sont hors-
contextes [Abe88|. D’autre part, les langages hors-contextes sont couramment
utilisés en informatique, dans un cadre autre que l'apprentissage. En effet, les
langages de programmation, comme Java [AGH00] ou Caml [WALT90], sont
des langages hors-contextes, représentés dans leur compilateur respectif par des
grammaires de ce type.

Outre la diversité formidable de langages que couvre la classe des hors-contex-
tes, un autre élément nous a poussé a tenter d’apprendre ces langages. Il existe une
autre classe de langages, plus restreinte et contenue dans celle qui nous intéresse :
les langages réguliers. Or, en 2003, quand ont commencé les travaux présentés ici,
les chercheurs de la communauté de I'inférence grammaticale avaient fini par obte-
nir de bons résultats sur cette classe, que ce soit avec une approche exacte [0G92]
ou dans le cas stochastique [TDdIH00]. Apprendre des langages hors-contextes re-
présentait donc le nouveau challenge qui s’offrait a la communauté. C’est dans
cette optique qu’a commencé cette these.

Si désormais notre but et nos motivations sont clairs, il nous reste a spécifier
ce que 'on entend par apprendre, et sous quelles formes nous allons essayer de
le faire. Cette these se place dans un cadre d’étude théorique, ce qui explique
que nous nous refusons a toute approche empirique (méme si nous rappellerons
les principaux résultats obtenus dans ce cas dans la premiere partie de ce docu-
ment). Le cadre formel le plus utilisé en apprentissage automatique pour étudier
les propriétés d’apprenant d’un algorithme est le cadre PAC [Val84], pour Proba-



blement Approximativement Correct. Ce formalisme correspond a la définition de
I’apprentissage ne nécessitant pas la présence d’un concept cible dans ’ensemble
d’hypotheses dont dispose ’algorithme. I1 peut se résumer informellement a dire
que 'apprentissage est réussi si la probabilité que I'erreur en généralisation soit
supérieure a un seuil est proche de zéro. Nous verrons que, malheureusement, il est
impossible de PAc-apprendre les langages algébriques (mais aussi des sous-classes
plus restreintes). En fait, ce cadre est trop restrictif pour permettre des résultats
d’apprentissage de langages. 1l est plus approprié a une approche stochastique
se basant sur la distribution des données d’apprentissage. Or nous avons choisi
de travailler dans une approche exacte et non-stochastique : nous verrons dans la
suite qu’apprendre un langage algébrique est rendu difficile par le fait qu’il faille
a la fois découvrir le langage ainsi que sa structure. Chercher a découvrir, en sus,
la loi de probabilité se cachant derriere les données d’apprentissage rajoute une
difficulté a laquelle nous ne nous sommes pas attaqués.

Nous avons aussi mis de coté un autre cadre d’apprentissage, pourtant ini-
tialement introduit pour modéliser I'acquisition de langages. Il s’agit du cadre
d’Angluin [Ang87], ot 'apprenant dispose d'un oracle connaissant le concept
cible et qu’il peut interroger a l'aide de requétes. Nous savons que dans ce cadre
il n’est pas possible d’apprendre les langages hors-contextes, du moins avec les
types de requétes utilisés pour apprendre la classe des réguliers. Travailler dans
ce cadre nous aurait forcément amené a introduire de nouveaux types de requétes
ce qui nous est apparu comme inutile et tres peu pertinent : les requétes jusqu’ici
utilisées sont déja tres gourmandes, certaines étant méme incalculables pour des
langages hors-contextes. Comme nous ne disposions pas d’oracle et comme cette
approche ne nous apparaissait pas si pertinente, il nous a semblé déraisonnable
de nous engager dans cette voie. Nos contributions se placent donc dans un troi-
sieme paradigme d’apprentissage, propre lui aussi a ’apprentissage de langages,
appelé identification a la limite [Gol67]. Nous détaillerons dans la suite sa forma-
lisation mais donnons ici l'intuition qui a amené a sa formulation. L’idée repose
sur 'existence d’un langage cible a apprendre. Montrer qu’un algorithme identifie
a la limite une classe de langages revient a montrer que, quel que soit le langage
considéré dans la classe, si 'on donne suffisamment de données d’apprentissage
a I'algorithme, alors il inferera une représentation correspondant exactement au
langage cible.

Ce qui suit est structuré en deux parties. La premiere regroupe deux chapitres
dont le premier introduit les définitions et les notations élémentaires qui seront
utilisées dans la suite du document. Il contient aussi une discussion sur trois
facons de voir et de définir ce qu’est un apprentissage artificiel de langages. Le
deuxieme chapitre de cette premiere partie contient une réflexion sur les difficultés
inhérentes a l'inférence grammaticale de langages hors-contextes ainsi que les



principaux résultats théoriques. Une étude des meilleurs algorithmes répondant a
cette problematique et de leur fagon de gérer ces difficultés complete ce chapitre.

La deuxieme partie de ce document de these contient nos contributions a I’in-
férence grammaticale de langages algébriques. Cette partie est divisée en trois
chapitres, chacun correspondant a une approche différente du probleme. A Vex-
ception du premier (chapitre numéroté 3), ces travaux ont donné lieu chacun a
plusieurs publications: le chapitre 4 résume des travaux publiés dans les actes
de la conférence ICGI en 2004 [EAIHJ04] et a paraitre dans la revue scientifique
Machine Learning Journal; le chapitre 5 est une synthese d’'un article publié dans
les actes de la conférence ALT en 2005 [CE05] et de deux autres articles présentés
aux conférences Cognitive Science et ConLL en 2006 [CE06].






Deuxieme partie

Inférence grammaticale






! Apprendre des langages
formels

1.1 Qu’est-ce qu’un langage?

Le but de cette section est d’introduire les définitions qui serviront de bases
au reste de ce document. Les notations définies et utilisées sont, pour la plupart,
issues de [Aut87]. Aucun résultat nouveau de théorie des langages n’est présenté
ici, ni aucune étude algébrique ou topologique des structures sous-jacentes. Un
lecteur connaissant la théorie des langages formels peut directement se rendre a
la section 1.2.

1.1.1 Définition des langages

Un alphabet est un ensemble fini non vide de symboles appelés lettres. Un mot
sur un alphabet ¥ est une séquence finie w = ayas . . . a, de lettres de ¥. On note
|w| la longueur du mot w, c¢’est-a-dire le nombre de lettres qui le composent. |w|,
représente le nombre d’occurrences de la lettre z dans le mot w. Par exemple,
abba est un mot sur 'alphabet ¥ = {a,b} tel que |w| =4, |w|, = |w|, = 2. Dans
la suite on notera a,b,c... les lettres et u,v,w... les mots. Le mot vide, c’est-
a-dire le mot de longueur zéro, sera noté \. ¥* dénote I'’ensemble des mots sur
I’alphabet 3. Ces définitions permettent de lever les ambiguités qui peuvent étre
trouvées dans certains articles scientifiques, en particulier ceux du domaine de la
linguistique computationnelle: il n’est pas rare que 'unité lexicale soit appelée
"mot”, une séquence de mots devenant une "phrase”. Dans la suite, nous éviterons
ces ambiguités, le vocabulaire employé répondra donc aux définitions qui viennent
d’étre introduites.

On suppose un ordre total <, fixé mais arbitraire, sur les lettres d’un alphabet
Y. Cet ordre est étendu a X* par 'ordre hiérarchique, noté < et défini comme
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suit:
|wi| < |we| ou
le,wg € 2*7'11}1 <1 wo 881 |U)1| = |w2| et Elu,’Ul,'Ug € E*, Ell’l,l'g eEX
t.q. W = UT1V1, Wo = UTV2 €t T1 < To.

Cet ordre est total et strict sur 3* et, par exemple, si ¥ = {a,b} et si a < b alors
A<da<db<daa<<ab<tba<1bb...

Un langage formel L sur un alphabet ¥ est un ensemble, fini ou non, de mots
sur 3, c’est-a-dire L C ¥*. Le complémentaire L d’un langage L est I’ensemble
des mots de X* n’appartenant pas a L. Etant donnés deux langages L et Lo
sur un alphabet ¥, 'union L; U Ly est 'ensemble des mots appartenant a 1'un
des deux langages; l'intersection L; N Ly est 'ensemble des mots appartenant aux
deux langages; la concaténation L; Ly est 'ensemble {w : Jwy € Ly,Fws € Ly,w =
wyws }; la différence symétrique Ly & Lo est 'ensemble {w € ¥* 1 w € Lj,w ¢
Ljij € {1.2}i # j}.

Etant donné un mot w d’un langage L tel qu’il existe l,u,r € ¥*, w = [ur, on
dit que [,u et r sont des facteurs de w, que [ est un préfive de w, que r un suffize
de w, et que la paire (I,r) est un conterte du facteur u dans L. I’ensemble des
contextes d'un facteur v dans un langage L est noté Cp(u) = {(I,r) € ¥* : lur €
L}, ou simplement C(u) quand il n’existe pas d’ambiguité sur le langage.

Exemple 1.1 Supposons que ¥ = {a,b}. L; = {aa,ab} est un langage fini sur
Y, tandis que Ly = {a"b™ : n > 0} est un langage infini, composé des mots
formés d’un certain nombre de a suivi du méme nombre de b. Le mot w = aaabbb
appartient a Lo, ab et aaab en sont des facteurs tels que aaab est un préfive
de w et (aa,bb) est un contexte de ab dans Lo. On peut facilement montrer que

Cr,(ab) = {(a™b") : n > 0}.

1.1.2 Représentation des langages

De nombreuses classes de langages ont été étudiées jusqu’ici. La plupart du

temps, la définition d'une classe de langage IL est liée a celle d’'une classe de
machines abstraites R, appelées ici représentations, caractérisant tous les langages
de IL et seulement ces langages. La relation entre ces deux classes est formalisée
par la fonction de nommage Lyj, ou plus simplement £ : R — L telle que:
(1) VR € R, L(R) € L et (2)VL € L,AR € R tel que L(R) = L. Deux repré-
sentations R; et Ry sont équivalentes si et seulement si £L(R;) = L(R2). Dans ce
document, nous nous préoccuperons principalement de deux classes de langages :
celle des langages réguliers (REG) caractérisée par les automates finis détermi-
nistes (AFD), et celle des langages hors-contextes représentée, entre autre, par les
grammaires hors-contextes (GHC). La taille d'une représentation R, notée || R]|
est polynomialement reliée a son codage binaire sur une machine.
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Automate fini déterministe

Un automate fini déterministe est un quintuplet A = (X,Q,qo,F,0) ou @ est
I’ensemble des états, qo € Q est 1'état initial, F C ) est I'ensemble des états
finaux et § : QQ X X — Q est la fonction de transition. Le langage reconnu par A
est L(A) ={w € X% | §*(qo,w) € F}, ou 6* est la fonction de transition étendue
définie sur () x X* — (. Le nombre d’états d’un automate fini déterministe est une
mesure pertinente de la taille de 'automate. Un automate peut étre représenté
graphiquement, comme sur la Fig. 1.1.

Yoo
10

Fia. 1.1 - Un automate fini déterministe reconnaissant le langage (a+b)*a(a+D0).

A noter qu’il existe d’autres représentations possibles des langages réguliers.
Ils sont, par exemple, représentables par les grammaires réguliéres (introduites
dans la section 1.1.3) et les expressions rationnelles définies comme suit :
— Va € X, a est une expression rationnelle,
— L’ensemble vide () et le mot vide A\ sont des expressions rationnelles,
— Si ey et e; sont des expressions rationnelles, alors
— leur concaténation, notée ejey et définie par {w € ¥* : Jw; € ey, wy €
ez, W = wiwy }, est une expression rationnelle (eje; est noté e?),
— leur union, notée (e; + e3) et définie par {w € ¥* : w € e; ou w € ey}
est une expression rationnelle,

— Si e est une expression rationnelle alors sa fermeture de Kleene, notée e*,
est une expression rationnelle et e* = {w € ¥*: In > 0,w = €"}.

Grammaire hors-contextes

Une grammaire hors-contexte, ou grammaire algébrique, est un quadruplet
G = (X,V,P,S) ou X est I'alphabet des symboles terminauz (ou lettres), V' celui
des symboles non-terminauz (ou simplement des non-terminaux), P CV x (X U
V)* est un ensemble fini de régles de production et S € V' 1I’axiome. La somme des
longueurs des regles de production d’une grammaire algébrique est une mesure
pertinente de la taille de cette grammaire. On note uTv = uwv quand (T,w) € P.

= est la fermeture réflexive et transitive de =. Le langage engendré par une
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Fi1Gc. 1.2 — Un arbre de dérivation du mot aaabbb dans la grammaire G2.

grammaire G, noté £L(G), est {w € ¥* | S = w}. On appelle forme sententielle,
notée dans la suite a,(. .., toute séquence d’éléments de (X U V)* contenant au
moins un élément de V' (sinon c¢’est un mot).

Un arbre ordonné [Kil92] t est un quadruplet (IV;,A¢,ro0t(t), >) ot Ny est un
ensemble de noeuds, A; C N; x N; et root(t) € N; est un noeud spécial appelé
racine de ’arbre. Chaque paire (u,v) € A; est appelé aréte de Parbre, u est le
parent de v, v un fils de u. A; doit vérifier que: (1) root(t) est le seul noeud sans
parent, (2) tous les autres noeuds ont un unique parent, (3) pour tout noeud n
de l'arbre, il existe nq,...ng tel que (n;,n;11) € Ay, (root(t),ny) € Ay et ng = n.
Pour tout noeud n possédant k(> 0) fils ny,...ng, > est un ordre total sur les
fils: ny > ny... > ng. Un noeud possédant au moins un fils est appelé noeud
interne; un noeud sans fils est appelé noeud externe ou feuille de 'arbre.

Un arbre de dérivation, ou arbre syntazrique, d'un mot m dans une grammaire
G est un arbre ordonné dont la racine est ’axiome; un noeud N possede des fils
ni,Na,...ny, si et seulement si N — niny...n, € P, et le parcours préfixe de
I'arbre (c’est-a-~dire le parcour en profondeur commencant par la racine et, pour
chaque nceud interne, visitant les fils de gauche a droite) donne le mot m. Les
noeuds internes sont donc des non-terminaux, les feuilles, des lettres de I’alphabet.

Exemple 1.2 La grammaire Gy = ({a,b},{S,N},{S — aaN,N — a,N — b},S)
engendre le langage Ly = {aaa,aab}.

La grammaire Gy = ({a,b},{S},{S — aSbh,S — ab},S) engendre le langage Ly =
{a™" : n > 0}. aaabbb est engendré par Gy car S = aSb = aaSbb = aaabbb.
L’arbre de cette dérivation est représenté sur la Fig. 1.2.
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Automate a pile

Les langages hors-contextes peuvent aussi étre représentés par les automates
a pile. Un automate a pile est un septuplet (Q,qo,7,2,I',7,A) tel que @ est un
ensemble fini d’états, gy € Q) est I’état initial, 7" C ) est un ensemble fini d’états
finaux, > est I'alphabet des symboles d’entrée, I' est I’alphabet des symboles
de pile, 7 € T est le symbole de fond de pile et A est la relation de transition
A Qx(ZU{A}) x (TU{AD* — @ x (T'U{A})*. Une transition A(q,a,s) = (¢',s')
veut dire que 'automate dans ’état ¢, lisant la lettre a avec en sommet de pile
Ienchainement de symboles s se rend dans ’état ¢’ et met en sommet de pile s'.
Si a = A alors on est arrivé a la fin du mot; si s’ = A alors 'automate consomme
les symboles de s (il les dépile). Le langage reconnu par un automate a pile est
I’ensemble des chaines de Y qui permettent de passer de I’état initial a un état
final en démarrant avec une pile contenant uniquement 7 et en terminant avec
une pile vide.

Exemple 1.3 Le langage {a"b" : n > 0} est reconnu par l'automate a pile A =
<{Qiaqaaqb7Qf7q6}7Qi7{qf}7{a7b}>{Svideasa}78videaA>; ot

- A(Qiaaasvide) = (QGaSa)aA(Qi7b7Svide> = (QG7Svide)aA(Qi7)‘7Svide> = (Qe73vide)
(lecture du premier caractere),

— A(Ga,0,84) = (Ga,SaSa) (lecture d’un a en début de mot),
— A(qa;b,8a) = (qv,\) (lecture d’un b aprés un certain nombre de a),

— A(qp,b,54) = (q,\) (lecture d’un b aprés un certain nombre de a suwivi d’un
nombre inférieur de b),

- A(qp,a,-) = (Ge,—)* (lecture d’un a aprés un certain nombre de b),

— A(qy, A\ 8vide) = (qf,Svide) (fin de la lecture d’un mot appartenant au lan-
gage),

— A(qyy—Svide) = (QerSvide) (lecture d’une lettre alors que la pile redevenue
vide),

— A(ger—r—) = (Ges—) (lecture de n’importe quelle lettre dans ’état puits).

Globalement, le comportement de cet automate a pile est le suivant : pour chaque
a lu en début de mot, il empile un symbole s, et reste dans l’état q,; puis quand
le premier b est lu il passe dans l’état q, et dépile tant qu’il lit des b; si la lettre
sutvante est un a, ou si la pile devient vide mais que le mot n’a pas fini d’étre lu,
il rentre dans ’état puits q. qui correspond a un échec de reconnaissance du mot.
L’automate passe dans l’état final s’il est dans ’état qp, sl n’y a plus de lettre a
lire et si la pile est vide.

1 _ peut étre remplacé par n’importe quel élément.
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Automate d’arbre ascendant déterministe

Nous n’utiliserons pas dans ce document ce formalisme permettant, entre
autre, de représenter les langages hors-contextes, mais certains travaux présentés
dans cette premiere partie s’en servent, ce qui constitue un motif suffisant pour
les introduire ici.

Un automate d’arbre ascendant déterministe [CDGT97] est un quadruplet
(Q,2,,0,F) ou @ est un ensemble d’états, ¥, est un alphabet gradué (A,Arite),
0¥y x QF — @ la fonction de transition et /' C ) I'ensemble des états finaux.
Arite est une fonction de A dans N. L’alphabet ¥ du langage est contenu dans
Y, et Ya € X, Arite(a) = 0. Pour faire le parallele avec une grammaire hors-
contexte (X,V,P,S), si N — uy...u, € P, alors il existe un symbole N’ dans A
et Arite(N') = k. La fonction de transition ¢ est définie comme suit: pour tout

a € ¥, tel que Arite(a) =n, et ¢1,q2, ... .qn € Q, {q: (e, 1,92, - - . ,qn) = ¢}| < L.

Exemple 1.4 Soit A l'automate d’arbre déterministe ({p,q,r},({a,b,s,s'},Arite),
d{r}), avec Arite(a) = 0, Arite(b) = 0, Arite(s) = 2 et Arite(s’) = 3. Si la
fonction de transition est définie comme suit: §(a) = p, 6(b) = q, 0(s,p,q) =1 et
d(s',p,r,q) =, alors le langage du feuillage reconnu par A est {a™b"™ : n > 0}.

A noter qu’il existe d’autres classes de langages formels et d’autres représen-
tations. Elles seront introduites au besoin dans la suite de ce document.

1.1.3 Hiérarchie de Chomsky

Si nous avons déja défini les grammaires hors-contextes, I’étude de ces re-
présentations de langages ne saurait étre complete sans une vision plus globale.
En fait, les grammaires hors-contextes sont une sous-classe des grammaires for-
melles, introduites dans les années cinquante par Noam Chomsky [Chob6] lors
de ses travaux sur les langues naturelles. Il en a extrait quatre grandes classes
hiérarchisées par une relation de contenance. Une grammaire formelle est un qua-
druplet (X,V,P,S) ou 3 est 'alphabet des terminaux (ou lettres), V' I’alphabet
des non-terminaux, P C (VUX)* x (VUX)* un ensemble de regles de production
et S € V l'axiome. Les classes de la hiérarchie de Chomsky sont définies par des
contraintes syntaxiques sur la forme des regles de production :

— Les grammaires de type 0 n’ont aucune contrainte sur les regles de produc-
tion,

— Les grammaires de type 1, ou grammaires sensibles au contexte, ont des
regles de production qui ne contiennent qu'un seul non-terminal en partie

gauche et une partie droite différente de A, c’est-a-dire, si (v — ag) € P
alors ap € VX" et ag # A,
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— Les grammaires de type 2, ou grammaires hors-contextes, ou encore gram-
maires algébriques, ont des regles de production dont les parties gauches
sont formées d’un unique non terminal, c’est-a-~dire, si (a; — az) € P alors
oy € V,

— Les grammaires de type 3, ou grammaires régulieres, ou encore grammaires
rationnelles, ont des regles de production formées d’un non terminal en
partie gauche et en partie droite soit d’une unique lettre, soit d'une lettre
puis d’un non terminal, c’est-a-dire, si (o — ag) € P alors a; € V et
ay € XUXV.

A chaque type de grammaires correspond une classe de langages. Par exemple,
un langage est régulier s’il est représentable par une grammaire réguliere; on dit
qu’il est purement hors-contexte s’il peut étre représenté par une grammaire hors-
contexte, mais pas par une grammaire réguliere.

Exemple 1.5 Le langage L3 = {a"™ : n > 0} est régulier car il peut étre repré-
senté par la grammaire réquliére ({a},{S}{S — a,5 — aS},S). Il est a noter
que L3 peut aussi étre représenté par une grammaire hors-contexte : par exemple,
({a},{S}{S — 55,5 — a},S). Le langage Ly = {a"b"c" : n > 0} est sensible au
contexte car il peut étre représenté par une grammaire de type 1, mais pas par
une grammaire de type 2 (une preuve de ce résultat se trouve dans [Aut87]).

Seules les grammaires de type 3 et de type 2 nous intéressent dans ce docu-
ment, mais il sera intéressant de mettre de temps en temps en perspective les
résultats obtenus a l’aide de cette hiérarchie. Le principal intérét de ces deux
classes vient du fait que, contrairement aux grammaires de type 0, la question
de 'appartenance d’un mot au langage engendré par une de ces grammaires est
décidable efficacement (ce probleme est décidable mais P-space complet pour les
grammaires de type 1). Sans cette propriété, il est difficile, pour ne pas dire in-
utile, d’utiliser un formalisme de représentation de langages. En effet, notre but
est de représenter des langages pour pouvoir décider I'appartenance d’un mot
donné au langage. Pour ce faire, il nous faut donc utiliser une représentation des
langages permettant de prendre cette décision en temps polynomial dans la taille
du mot et de la représentation.

1.1.4 Propriétés des grammaires hors-contextes

Lorsque I'on utilise une classe de machines abstraites, le but n’est pas unique-
ment de représenter des langages : par exemple, pouvoir décider rapidement si un
mot appartient au langage engendré par une grammaire est un probléeme impor-
tant. Cela se fait en temps polynomial dans la taille du mot pour les grammaires
de type 3 et 2, mais pas pour les autres.
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Une autre question fondamentale est celle de ’équivalence de deux machines
abstraites. On rappelle que deux représentations sont équivalentes si elles en-
gendrent exactement le méme langage. Pour les grammaires régulieres, le pro-
bleme est décidable. Cela découle du fait qu’il existe une forme normale canonique
calculable pour ces langages : chaque langage régulier peut étre représenté par un
unique automate déterministe minimal en nombre d’états (aux noms des états
pres), calculable & partir de n’importe quel automate (par exemple, la Fig. 1.1
correspond a l'automate minimal du langage (a + b)*a(a + b)).

En ce qui concerne les grammaires hors-contextes, pour un langage donné,
il n’existe pas une grammaire unique minimale en nombre de non terminaux et
de regles de production qui soit calculable. En effet, parmi toutes celles possé-
dant un nombre minimal de non-terminaux, on peut définir une forme canonique,
par exemple en étendant ’ordre hiérarchique aux regles, puis aux ensembles de
regles. La grammaire canonique d’'un langage hors-contexte peut alors étre définie
comme la grammaire représentant ce langage dont le nombre de non-terminaux
est minimal et dont I'ensemble des regles est minimal vis-a-vis de l'ordre ainsi
défini. Malheureusement une telle définition d’une forme canonique n’est que tres
peu utile car il n’est pas possible de transformer une grammaire quelconque en
une telle grammaire. Ce résultat est lié a celui établissant que 1’équivalence de
deux grammaires hors-contextes n’est pas décidable. En effet, s’il existait une
forme canonique calculable, il suffirait de transformer deux grammaires en forme
canonique puis de comparer “syntaxiquement” les résultats. Nous verrons dans le
chapitre suivant que l'indécidabilité de I'équivalence de deux grammaires hors-
contextes est la source de grandes difficultés en apprentissage.

Toutefois, pour des raisons d’utilisation des grammaires hors-contextes, des
formes normales ont été introduites. Toute grammaire hors-contexte peut étre
transformée en une de ces formes et, par conséquent il existe au moins une gram-
maire sous forme normale pour chaque langage hors-contexte (mais 1'unicité n’est
pas assurée). Un exemple d’utilisation de ces formes normales est 1'algorithme
CYK [You67], qui permet de tester I'appartenance d’un mot au langage engendré
par une grammaire hors-contexte en un temps cubique dans la taille du mot. Pour
ce faire, 'algorithme nécessite une grammaire sous forme normale de Chomsky.

Définition 1.1 (Forme normale de Chomsky)
Une grammaire hors-contexte (3,V,P,A) est sous forme normale de Chomsky s,
quel que soit (N — «) € P, « est sous l'une des formes suivantes :

- aeXU{N}

—aeVxV
Exemple 1.6 La grammaire G = ({a,b},{S,N,A,B},P,S), ou P = {S — AN,
N — SB,N — bjA — a,B — b} est une grammaire hors-contezte sous forme
normale de Chomsky engendrant le langage Lo = {a"b"™ : n > 0}.
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Etant donnée une grammaire hors-contexte quelconque, il est possible de la
transformer en forme normale de Chomsky en temps polynomial dans la taille de
la grammaire initiale.

Une deuxieme forme normale se retrouve souvent dans la littérature : la forme
normale de Greibach. Initialement introduite pour passer d’une grammaire a
un automate a pile, elle est aujourd’hui utilisée principalement pour définir des
contraintes de déterminisme sur des grammaires algébriques.

Définition 1.2 (Forme normale de Greibach)

Une grammaire hors-contexte (X, V,P,A) est sous forme normale de Greibach si
toutes ses productions sont de la forme N — ac, avec a € ¥ et a € V'™,

Nous rappelons qu’il n’existe pas une unique forme normale calculable, que
ce soit de Greibach ou de Chomsky, pour un langage hors-contexte donné.

1.2 Qu’est-ce qu’apprendre des langages?

“Méme les machines ont besoin d’apprendre”. C’est par cette phrase que com-
mence le livre constituant la référence francophone du domaine de I’apprentissage
automatique, ou apprentissage artificiel [CMO02]. En effet, dans bien des domaines,
on demande de plus en plus souvent aux ordinateurs de gérer des problemes pour
lesquels on ne peut donner une liste exhaustive de solutions, ni un protocole fixe
de résolution. C’est la premiere justification de 'apprentissage automatique : per-
mettre a 'ordinateur de prendre une décision face a une situation qu’il n’a encore
jamais rencontrée, et pour laquelle il n’a pas explicitement été programmé. Bien
entendu, ceci n’est possible que si cette situation est proche de celles qu’il a déja
vues.

Les taches d'un tel systeme apprenant sont tres variées, ce qui explique la
diversité des solutions apportées : permettre a un ordinateur d’apprendre la langue
francaise, afin de le rendre capable de corriger d’éventuelles fautes grammaticales,
ne demandera pas la méme mise en oeuvre qu’'un programme permettant, par
exemple, la reconnaissance de caracteres manuscrits.

Nous avons déja dit que la conséquence d’un apprentissage réside dans la
capacité a s’adapter a une situation encore inconnue. Mais cela ne nous dit rien
sur ce qu’est réellement un apprentissage, ni comment le réaliser ou le valider.
Le concept de base est celui de 1'induction, c¢’est-a-dire le processus par lequel
on tire des regles de portée générale a partir d’observations particulieres. Cela se
réalise a I’aide de ce qui s’appelle un principe inductif, véritable base de ce que I'on
nomme le raisonnement artificiel. Nous ne nous intéressons ici qu’a I'induction dite
supervisée : au lieu de laisser le programme se débrouiller dans son environnement
d’apprentissage, il recoit les données accompagnées d'une connaissance a priori
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de ce qu’il faut chercher a apprendre. Reprenons 'exemple de I'apprentissage
d’un correcteur grammatical de la langue francaise. L’induction sera supervisée
si les exemples de phrases servant pour I’apprentissage sont étiquetés, de facon a
distinguer les exemples correspondant a des structures grammaticales correctes
(exemples dits positifs) des autres (exemples dits négatifs).

Notre but est de définir et d’étudier des algorithmes permettant I'induction
de langages formels. Ce domaine de 'apprentissage automatique est connu sous
le nom d’inférence grammaticale. Nous nous placons dans une problématique
de classification: un algorithme aura correctement appris s’il est capable de ré-
pondre a la question "ce mot appartient-il au langage?”. Le fonctionnement d’un
algorithme d’inférence grammaticale peut étre formulé ainsi: I’algorithme pos-
sede un ensemble d’hypotheses, fini ou non, correspondant souvent a une classe
de machines abstraites, et, a 'aide des données d’apprentissage et du (ou des)
principe(s) inductif(s) choisi(s), retourne une représentation d’un langage. L’ap-
prentissage sera réussi si cette représentation est "proche” de, ou équivalente a,
celle du langage ayant généré les données d’apprentissage.

Le principe inductif principalement utilisé en apprentissage artificiel est connu
sous le nom de principe ERM, de I'anglais Empirical Risk Minimization: 'idée
est de choisir I’hypothese qui correspond le mieux aux données d’apprentissage,
c’est-a~dire qui minimise I'erreur empirique (i.e. erreur sur les données), suppo-
sant ainsi que ces données sont représentatives du concept a apprendre, et que
donc l'erreur sur des données inconnues sera ainsi minimale. Ce principe est pré-
sent en inférence grammaticale mais sa portée est moindre que dans d’autres do-
maines : nos données d’apprentissage sont principalement composées d’exemples
(et éventuellement de contre-exemples) de mots du langage et, si ces données ne
sont pas bruitées, il est facile de trouver une hypothese cohérente avec les don-
nées. Ce n’est bien entendu pas le cas quand le concept a apprendre chevauche
d’autres concepts et que, par conséquent, il est impossible de totalement séparer
les exemples positifs des exemples négatifs (dans le cas de données composées
de plusieurs attributs numériques par exemple). En ce qui concerne I'inférence
grammaticale, nous verrons que l’ensemble des hypotheses cohérentes avec un
ensemble de données est bien souvent trop vaste pour que l'implémentation du
principe ERM suffise a permettre un apprentissage.

D’autre part, la mise en oeuvre de principes inductifs n’est pas suffisante
pour s’assurer qu’'un algorithme est effectivement capable d’apprendre. Il existe
plusieurs manieres de tester la validité d'un algorithme d’apprentissage :

— On peut utiliser des jeux de données sur lesquels d’autres algorithmes ont
été testés pour comparer les résultats obtenus (voir par exemple [DNM9S§]

ou [SCvZ04)).

— On peut aussi faire de la validation croisée, c’est-a-dire n’utiliser qu'une par-
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tie des données d’apprentissage pour apprendre et se servir du reste pour
vérifier I’adéquation de la représentation induite avec les exemples dispo-
nibles. Des résultats formels ont montré la pertinence de cette approche
d’un point de vue statistique [ET93].

— Enfin, on peut se placer dans un paradigme d’apprentissage, ¢’est-a-dire un
cadre formalisant la notion d’apprentissage.

Les deux premiers points correspondent a une approche empirique, tandis que le
dernier donne naissance a des résultats formels d’apprentissage. Nous étudierons
dans la suite deux paradigmes d’apprentissage et discuterons de leur pertinence
vis-a-vis du probléeme qui nous intéresse. Comme nous ’avons dit dans ce qui pré-
cede, ces paradigmes offrent un cadre définissant formellement ce que “apprendre”
veut dire.

Le but de cette these est d’étudier et de proposer des algorithmes capables
d’apprendre des langages hors-contextes. Jusqu’a récemment, les chercheurs de
la communauté de l'inférence grammaticale se sont principalement concentrés
sur la plus petite classe de la hiérarchie de Chomsky. De nombreux algorithmes
ont ainsi été proposés pour ces langages réguliers. Certains seront explicités au
besoin dans la suite, mais la n’est pas ce qui nous intéresse dans ce document.
Nous commencons par 1’étude d’algorithmes relevant de ’approche empirique,
puis nous introduirons les deux principaux paradigmes d’apprentissage utilisés
en inférence grammaticale.

1.2.1 Approches empiriques

Dans cette section nous allons présenter plusieurs approches empiriques, c¢’est-
a-dire des algorithmes et des méthodes obtenant de bons résultats en pratique, qui
reposent sur 1'utilisation de principes inductifs, mais pour lesquels aucun résultat
formel d’apprentissage n’a pu étre obtenu (ou n’a été obtenu pour 'instant). Dans
un premier temps, nous nous préoccuperons d'une classe d’algorithmes appelée
"algorithmes génétiques”. Ensuite, nous détaillerons deux approches différentes
qui constituent des références couramment citées en exemple par les chercheurs
de la communauté.

Une méta-heuristique: les algorithmes génétiques.

Les algorithmes génétiques, ou algorithmes évolutionnaires, constituent une
voie de recherche particulierement innovante en apprentissage automatique. Ainsi,
a 'instar d’autres domaines de I'apprentissage automatique, I'inférence grammati-
cale a donné naissance a des algorithmes génétiques. Avant de détailler quelques
unes des idées développées dans la littérature, nous rappelons les principes de
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cette approche. Il s’agit dans un premier temps de trouver un codage permet-
tant de représenter toutes les hypotheses. Par exemple, si notre intention est
d’apprendre des grammaires hors-contextes, on peut imaginer de coder les gram-
maires sous forme de suites de lettres. Le but est d’établir un parallele avec ce
qui constitue le moteur de 1’évolution des especes: ’ADN. Viennent ensuite deux
phases directement calquées sur les découvertes des généticiens: le cross-over et
la mutation. Ces deux événements constituent des “erreurs” biologiques lors de la
division cellulaire, tres rares et pourtant principaux responsables de I'évolution
des especes.

C1 Cc2 C3

F1G. 1.3 — Représentation d’un cross-over. Le chromosome C3 est le résultat d’un
cross-over entre le chromosome C1 et le chromosome C2.

Le cross-over correspond a un mélange de deux brins d’ADN: un morceau
de I'un est échangé avec un morceau d'un autre. Pour se ramener a notre pro-
bleme d’algorithmique, cela revient a prendre le codage de deux grammaires et
a interchanger des bouts de code. A Dinstar de ce qu’il se passe en génétique, un
tel mélange, réalisé de maniere aléatoire, a peu de chances de correspondre au
codage d'une grammaire. C’est pourquoi le concepteur d’un algorithme génétique
doit s’assurer d'un coté de la robustesse de son codage a de telles modifications,
de 'autre de ne pas permettre au cross-over de réaliser tout et n’importe quoi.
La difficulté réside ici: pour que l'algorithme soit capable d’approcher le langage
qu’il cherche a apprendre, il faut qu’il puisse inférer un large éventail d’hypotheses
tout en minimisant le risque de création de non-sens.

Le processus de mutation est plus simple a expliquer. Tout comme en géné-
tique, ou un nucléotide peut étre remplacé par un autre par erreur ou sous ’effet
de 'environnement, cette phase d’un algorithme génétique consiste a modifier un
codage, par exemple en remplagant une occurrence d’une lettre par une autre. Les
mutations peuvent étre encadrées, c¢’est-a-dire que 'on ne permet pas n’importe
quelle modification, mais il n’est pas question de se servir du sens sous-jacent au
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codage pour la définir.

Il reste a modéliser la sélection naturelle. Un algorithme génétique possede
a chaque instant une population d’hypotheses générée par des mutations et des
cross-overs. Il lui faut donc sélectionner des hypotheses avant de relancer une
phase de mutation et de cross-over. Cela se fait a I’aide d'une fonction d’évaluation
sensée rendre compte de la pertinence de 'hypothese.

Plusieurs travaux ont utilisé des algorithmes génétique pour apprendre des
grammaires [KB96, SK99]. Plus récemment, une approche utilisant un algorithme
génétique [PPK104] a réussi a résoudre un des problelmes de la compétition
OMPHALOS (la derniere partie de cette section contient plus plus d’information
sur cette compétition).

Combinaison de deux principes inductifs.

Pour le moment, nous n’avons introduit qu’un seul principe inductif, le prin-
cipe ERM. Un autre principe est connu sous le nom de principe de compression
de l'information, ou principe MDL, de I'anglais Minimum Description Length. 11
part du présupposé qu’apprendre c’est représenter de maniere compacte les don-
nées d’apprentissage. Un algorithme reposant sur ce principe tente d’éliminer les
redondances de ce qu’il connait du concept a apprendre dans le but d’extraire
les régularités sous-jacentes. Ainsi, si les régularités présentes dans les données
correspondent a celles du langage que 1'on essaie de trouver, une telle approche
peut permettre un apprentissage: par exemple, si nous cherchons a apprendre
le langage régulier (aa)*, un algorithme cherchant a minimiser la représentation
des données se rendra certainement compte que tous les exemples d’apprentissage
contiennent un nombre pair de a.

L’algorithme GRIDs [LS00] utilise une combinaison des deux principes sus-
cités: I'induction est menée a ’aide du principe de compression de I'information,
sa validité est testée grace au principe ERM. L’idée est de partir de la gram-
maire qui engendre les exemples d’apprentissage, et seulement ceux-la. Ensuite,
des non-terminaux sont créés quand deux parties droites de regle partagent une
méme sous-séquence de symboles. Des non-terminaux sont fusionnés si leurs regles
de production sont suffisamment proches. La Table 1.1 explicite un exemple de
création de non-terminal et un exemple de fusion de deux non-terminaux.

Le fonctionnement de I’algorithme est assez proche de celui décrit pour les
algorithmes génétiques: dans un premier temps il considere toutes les créations
possibles de non-terminaux. Ensuite, il fait de méme avec les grammaires résul-
tantes pour les fusions de non-terminaux. Il utilise alors une fonction d’évalua-
tion lui permettant de sélectionner la "meilleure” grammaire et de tester si cette
grammaire obtient une évaluation supérieure a celle qu’il avait sélectionnée pré-
cédemment. Si c’est le cas, l'algorithme recommence le cycle des deux étapes
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Création d’un nouveau non-terminal Fusion de deux non-terminaux

NP— ART NT;

NP— ART ADJ NOM NP— ART NT,

NP— ART ADJ ADJ NOM NT, — ADJ NOM
NT, — ADJ NT;

% %

NP— ART NT; NP— ART NT

NP— ART ADJ NT; NT— ADJ NOM

NT, — ADJ NOM NT— ADJ NT

TAB. 1.1 — Exemples d’actions que réalise l’algorithme GRIDS. Remarquons que
la fusion des non-terminaux N'T, et NTy entraine une généralisation : le langage
engendré est infini, car le nouveau non-terminal NT est récursif, alors que ce
n’était pas le cas avant la fusion.

“création-fusion”. Sinon, il retourne la grammaire précédente.

La fonction d’évaluation est 'implémentation du principe de compression de
I'information. Cette fonction est une métrique rendant compte de la "simplicité”
de la grammaire : elle prend en considération la taille de la grammaire (le nombre
de non-terminaux, la taille des parties droites des regles, etc.) et la longueur
des dérivations des mots de I’échantillon d’apprentissage dans cette grammaire.
Ainsi, une grammaire est meilleure qu'une autre si le nombre de bits nécessaires
pour réaliser le codage de cette grammaire et celui des mots de I’ensemble d’ap-
prentissage dans cette grammaire est plus petit que le nombre de bits utilisés
par le codage de la seconde grammaire (et des exemples d’apprentissage dans
cette grammaire). Nous ne détaillons pas les raisons, mais cette fonction permet
d’éviter ce que l'on appelle le sur-apprentissage : comme cet algorithme utilise
seulement des exemples du langage a apprendre, la grammaire inférant »* ré-
pond au principe ERM, ce qui implique que, sans controle, ce serait toujours elle
qui serait inférée.

L’utilisation du principe ERM est explicite : initialement, la grammaire n’en-
gendre que les exemples d’apprentissage, et chaque étape ne fait que généraliser
le langage engendré (le nouveau langage inclut ’ancien).

Dans l'article, les auteurs montrent sur quelques expérimentations simples
que l'algorithme obtient de bons résultats. Mais, de leur propre aveu, le proces-
sus est trop gourmand en temps et en mémoire pour étre utilisé tel quel sur de
grands échantillons d’apprentissage. De plus, 'utilisation d’une fonction d’évalua-
tion heuristique ne leur permet pas d’obtenir un résultat formel d’apprentissage.
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Toutefois cette approche est prometteuse et d’autres chercheurs I’ont reprise pour
I’adapter a des problemes particuliers. On peut citer par exemple ’algorithme E-
GRIDS [PPKT04] qui combine cette approche avec un algorithme génétique, ou
encore 1'algorithme BOISDALE [SF04].

Une approche statistique: utilisation d’une entropie.

En 2003 a eu lieu la premiere compétition en ligne d’apprentissage de lan-
gages hors-contextes, appelée OMPHALOS [SCvZ04]. Signe du renouveau de l'in-
térét suscité par cette classe, elle était constituée de dix problemes pour lesquels
étaient donnés un échantillon d’apprentissage et un échantillon de test. Le but
était d’apprendre une représentation du langage cible a partir de 1’échantillon
d’apprentissage, puis de classer les mots de I’échantillon de test en deux classes:
ceux qui appartiennent au langage et les autres. On considérait qu'un probleme
était résolu si tous les mots étaient correctement étiquetés. C’est pourquoi les six
premiers problemes possédaient deux ensembles a étiqueter: un petit, permet-
tant un apprentissage "approché”; et un grand. Les échantillons d’apprentissage
étaient constitués soit uniquement de mots du langage (exemples positifs), soit
d’exemples positifs et d’exemples négatifs. Seuls les six premiers petits échan-
tillons de test et deux des grands ont été correctement étiquetés. Au premier
septembre 2006, les problemes sept a dix n’ont toujours pas été résolus.

Le but ici est de présenter rapidement la méthode ayant obtenu les meilleurs
résultats. L’approche gagnante, développée par Alexander Clark [Cla06al, a pour
but de trouver les constituants du langage :

Définition 1.3 (Constituant)

Soit G = (X,V,P,S) une grammaire hors-contexte et L = L(G) son langage
engendré. Une occurrence d’un facteur u dans un mot lur du langage L est un
constituant de L si il existe N € V tel que S = INT et N = w.

En général, le méme facteur peut étre un constituant pour certaines de ses
occurrences et un non-constituant pour les autres. Cela ne se produit pas pour
les grammaires hors-contextes dites NTS [Boa80].

Définition 1.4 (Grammaire NTS)

Une grammaire hors-contexte G = (X, V,P,S) est NTS (Non Terminally Separa-
ted) si pour tout N1,Ny € V' et mots u,l,r € ¥* tels que N, = lur et Ny = u il
eziste une dérivation Ny = INar.

Clark remarque qu’une grammaire générée aléatoirement, comme celles de
OMPHALOS, a de grandes probabilités d’étre NT'S (chances qui augmentent avec
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la taille de I’alphabet). Il ne reste plus qu’a trouver le moyen de mettre en évidence
les constituants, et on pourra inférer une grammaire.

Pour ce faire, il faut dans un premier temps construire I’ensemble des facteurs
des exemples positifs contenus dans 1’échantillon d’apprentissage. Le présupposé
est que tous les constituants ont une fréquence d’apparition importante, ce qui
permet d’éliminer un certains nombre de facteurs. Mais cela ne suffit pas: on
trouve aussi souvent, voir plus fréquemment, les facteurs des constituants que
les constituants eux-mémes. C’est pourquoi dans un deuxieme temps il faut sé-
lectionner parmi les facteurs restants ceux qui ont le plus de chance d’étre des
constituants. Cela se fait par une mesure statistique, une entropie, appelée infor-
mation mutuelle [Cla01]. L’information mutuelle d’un facteur u est donnée par
la formule suivante :

lwr lwr) f(w
M) = 30 3 ) )0

s’ hw)f(wr)

ou f(z) est la fréquence du facteur = dans les données, ¥’ est l'alphabet du
langage ¥ auquel est ajouté un marqueur de début et de fin de mot (pour ne pas
pénaliser les facteurs apparaissant a ces endroits dans les exemples). Une étude
rapide de la formule nous permet de dire que le M I sera d’autant plus élevé que
w apparait dans des contextes différents. La méthode consiste donc a sélectionner
les facteurs dont I'information mutuelle est la plus élevée.

En supposant que les étapes précédentes nous aient permis de trouver les
constituants du langage, il nous reste a inférer une grammaire. Cela se fait a
I’'aide d’un graphe de substitution. Les noeuds de ce graphe sont constitués par
les facteurs précédemment sélectionnés. Il y a un arc entre deux noeuds si les
facteurs correspondants apparaissent au moins une fois dans le méme contexte.
A chaque composante connexe du graphe, ¢’est-a-dire a chaque ensemble de som-
mets directement ou indirectement reliés entre eux, est affectée un non-terminal
dont les regles de production génerent chaque noeud de la composante (tous ces
constituants ont été générés par le méme non terminal). On remplace ensuite
toutes les occurrences des facteurs du graphe par le non-terminal correspondant
et on recommence le processus de sélection sur les formes sententielles ainsi ob-
tenues. L’algorithme s’arréte quand la grammaire inférée est capable d’engendrer
I’échantillon d’apprentissage.

Bien entendu cette méthode est purement heuristique: la fréquence et le M1
minimaux pour qu’'un facteur soit sélectionné sont des parametres de I’algorithme
qu’il faut patiemment faire évoluer pour trouver les optimaux. Mais I'algorithme
n’a une chance d’aboutir que si la grammaire est NTS, ce qui n’est pas forcément
le cas de celles de la compétition. C’est pourquoi d’autres heuristiques, utilisant
par exemple les exemples négatifs quand ils étaient disponibles, ont été utilisées
pour gagner la compétition.
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1.2.2 Le cadre PAcC

Le premier cadre d’apprentissage que nous présentons ici, appelé apprentissage
PAc, est le plus utilisé en apprentissage automatique. Malheureusement, nous
verrons qu’il n’est pas vraiment adapté a l'inférence grammaticale, du moins a
la branche non-stochastique qui nous intéresse. Dans la suite, un autre cadre
d’apprentissage sera présenté.

Ce cadre d’apprentissage, connu sous le nom d’apprentissage PAC, pour ap-
prentissage Probablement Approximativement Correct a été proposé par Valiant
au début des années quatre-vingt [Val84]. La définition suivante est celle dévelop-
pée par Pitt [Pit89] pour I'inférence grammaticale de langages réguliers, adaptée
aux langages hors-contextes :

Définition 1.5 (Apprentissage PAC)
Une classe de langage 1L est apprenable au sens PAC s’il existe un algorithme A
tel que:

— pour tout langage L € I dont la représentation est de taille n,
— pour toute distribution D sur les mots de X* restreinte ¢ £=™
— pour tout 6 >0 et € > 0,

Palgorithme A, prenant en entrée § et € et utilisant un échantillon de taille poly-
nomiale en n, m, 1/ et 1/e, retourne une hypothése H, en temps polynomial en
n, m, 1/6 et 1/e, telle que:

P(Pp(L@® L(H)) <¢)>1—0.

Moins formellement, la probabilité des erreurs (i.e. la fréquence par rapport a D
des éléments de la différence symétrique du langage cible et de celui de I'hypothese
retournée, L @ L(H)) doit étre inférieure a e avec une probabilité supérieure a
1 — §: Dapprentissage est approximativement correct si I'erreur est proche de
zéro, il est probablement approximativement correct si 'approximation correcte
est suffisamment probable. Notons que 'apprentissage doit avoir lieu quelle que
soit la distribution des exemples.

La grande majorité des résultats théoriques concernant l'apprentissage des
langages hors-contextes dans le cadre PAC sont négatifs. Une facon usuelle de
procéder pour obtenir de tels résultats est de réduire le probleme de I'induction
des langages hors-contextes a un autre probleme [PW88]: il a été prouvé que
la difficulté était analogue a celle de problémes cryptographiques (revenant, par
exemple, a casser le code RSA), que ce soit le probleme d’extraction de racines
cubiques par le calcul modulaire ou celui de la factorisation de tres grands en-
tiers [KV89]. Quelques résultats positifs ont toutefois été obtenus pour des sous-
classes extrémement restreintes, comme les ensembles semi-linéaires [Abe95] (dont
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les nombres d’occurrences des symboles sont définis par des systemes d’équations
linéaires).

Une restriction du cadre PAC a été introduite en apprentissage automatique. Il
s’agit du cadre simple PAC qui restreint les distributions possibles des exemples a
étre simple, dans le sens de la complexité de Kolmogorov [LV91]. Dans ce cadre,
la probabilité d’apparition des exemples “simples” doit étre supérieure a celle
des autres exemples. Cela a permis d’obtenir des résultats positifs concernant la
classe des langages réguliers [Den01], mais aucun résultat n’a été jusqu’a présent
apporté concernant les langages hors-contextes. Toutefois, cette idée semble plus
ou moins étre présente dans le systeme EMILE [AV02]. Enfin, dans un article tres
récent [Cla06b], un algorithme permet le PAC-apprentissage d'une sous-classe
des langages N'T'S a partir de données dont la distribution possede des propriétés
restrictives.

Malgré le tres faible nombre de résultats positifs, et les fortes conséquences des
résultats négatifs, 'apprentissage PAC de sous-classes des langages hors-contextes
reste d’actualité, principalement pour les chercheurs s’intéressant a 1’acquisition
par les enfants de leur langue maternelle. En effet, si on considere, par exemple,
qu’il existe une seule langue francaise, disons le francais de I’Académie, trés peu
de francophones le maitrisent completement. Ce que nous avons appris (et conti-
nuons d’apprendre) est une approximation de ce francais. Et encore, nul n’est a
I’abri d’une erreur grammaticale... Ce qui correspond a la définition du cadre
PAc, a la différence que, méme si nous n’avons pas tous été exposés a la méme
distribution d’exemples, il n’est pas concevable de penser que toutes les distri-
butions permettent le méme apprentissage (par exemple, 'origine sociale a une
grande influence sur la maitrise de la langue). Les résultats positifs introduits
ci-dessus se restreignent d’ailleurs tous a des distributions particulieres.

Finalement, notons que le cadre PAC, de par I'utilisation d'une distribution de
probabilité sur les exemples d’apprentissage, n’est pas adapté a ce que nous cher-
chons a faire: une approche visant a apprendre des grammaires stochastiques se-
rait en meilleure adéquation avec ce modele. Or nous nous intéressons uniquement
a I'apprentissage non-stochastique : quelques travaux existent sur l'apprentissage
de grammaires hors-contextes stochastiques [SBH'94] et de grammaires d’arbres
stochastiques [AM97, COCRO1, HBJ02], et leurs propriétés ont été clairement
étudiées [JLPO1]. La plupart des approches sont purement heuristiques pour ré-
pondre a un probleme pratique particulier [KB96, Cas95] et, a notre connaissance,
la question de I'apprentissage de la structure du langage et celle de la loi de proba-
bilité des exemples n’ont jamais été étudiées ensemble de maniere formelle (deux
résultats empiriques intéressants peuvent toutefois étre cités: [SBI7] et [SB02]).
Le principal résultat non-empirique utilise le principe inductif du maximum de
vraisemblance [LY90] et suppose que la structure est donnée, ce qui correspond
a I'apprentissage d’une loi de probabilité et non d’un langage.
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Nous restreignons pour ces raisons notre étude a un autre paradigme d’ap-
prentissage, "identification a la limite.

1.2.3 Le cadre de l’identification a la limite

Le cadre de 'identification a la limite a été introduit dans les années 60 par
Gold [Gol67]. Il correspond a un apprentissage exact mais pas asymptotique : un
algorithme identifiant un langage a la limite retournera une représentation exac-
tement équivalente au langage qu’il cherche a apprendre, mais seulement apres
avoir recu un nombre de données d’apprentissage potentiellement tres grand;
avant qu’il n’ait identifié ce qu’il cherche a apprendre, sa représentation peut en
étre tres éloignée. En fait, dans ce paradigme, du moins dans sa version initiale, les
algorithmes travaillent a partir d’une séquence infinie de données d’apprentissage
appelée présentation. Toutes les valeurs possibles des données d’apprentissage
apparaissent au moins une fois dans une présentation d’'un langage. Par P, nous
notons les n premiers éléments d’une présentation P. Le paradigme s’écrit alors
ainsi :

Définition 1.6 (Identification a la limite)

Une classe de langages I est identifiable a la limite a partir des présentations
de type P, s’il existe un algorithme ¢ tel que, pour tout langage L € 1L et quelle
que soit la présentation P de L de type P, il existe un rang n a partir duquel

L(p(P,)) = L.

Différents types de présentations ont été étudiés. Les deux plus fréquemment
utilisés sont les textes et les informants. Les premiers correspondent & des présen-
tations composées uniquement d’exemples de mots du langage, autrement appelés
exemples positifs. Les seconds sont des présentations formées d’exemples positifs
et de mots n’appartenant pas au langage, appelés contre-exemples ou exemples
négatifs. Dans le cas d’un informant, les données prennent la forme d’un couple
(x,u), ou x est un mot sur l'alphabet du langage et u une étiquette valant usuel-
lement 1 (ou +) si  est un exemple positif, et —1 (ou —) s’il s’agit d’un exemple
négatif. D’autres types de présentations ont été développés, nous les introduirons
au besoin dans la suite.

Ce paradigme, incrémental, est éloigné de la pratique ou nous possédons un
échantillon de données, c’est-a-dire un ensemble fini de données d’apprentissage,
et non une séquence infinie. C’est pourquoi le cadre de V'identification a la li-
mite par données fizées a été introduit [Gol78]. Il repose sur la définition d’un
échantillon caractéristique :

Définition 1.7 (Echantillon caractéristique)
Soit CS un ensemble de données d’apprentissage d’un langage L. CS est un
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échantillon caractéristique de L pour [’algorithme ¢ si pour tout ensemble de
données S, CS C S = L(¢(S)) = L.

Moins formellement, un échantillon est caractéristique d’'un langage L pour
un algorithme ¢ si, chaque fois qu’il est contenu dans les données d’apprentissage,
I’algorithme retourne une représentation équivalente a celle qu’il cherche. Ce qui
permet de définir le paradigme suivant :

Définition 1.8 (Identification a la limite par données fixées)

Une classe de langages 1L est identifiable a la limite par données fixées a partir
d’échantillons de type Ky, s’l existe un algorithme ¢ tel que pour tout langage
L € L il existe un échantillon caractéristique C'S pour ¢.

Les différents types d’échantillons correspondent aux différents types de présenta-
tions introduits précédemment. On parlera ainsi d’échantillons d’exemples positifs
et d’échantillons d’exemples positifs et négatifs. Dans le second cas, au lieu de re-
présenter les données par une paire (exemple, étiquette), comme c’est le cas pour
les informants, il est fréquent de définir 1’échantillon comme un couple (S;,5_)
formé de deux ensembles, S, contenant les exemples positifs, S_ les exemples
négatifs.

Le comportement d'un algorithme défini dans le premier cadre d’identification
a la limite présenté ici est souvent, pour ne pas dire toujours, le suivant : a chaque
instant il possede une hypothese courante, qu’il ne modifie que quand une nouvelle
donnée vient la contredire (on parle alors d’algorithmes consistants). Dans ce
cas, il infére une nouvelle hypothese a partir de I’ensemble des données qu’il a
recu jusqu’a présent, sans tenir compte de l'ordre dans lequel elles lui ont été
fournies. Intuitivement, cela revient a un processus d’apprentissage a 'aide d'un
échantillon, d'un ensemble de données. Plus formellement, Gold a prouvé [Gol78]
que lidentification incrémentale a la limite est équivalente a l'identification a la
limite par données fixées?®. Les deux paradigmes expriment donc la méme notion
d’apprentissage.

Le probleme des définitions précédentes est leur absence de contrainte de po-
lynomialité: une classe de langages pourrait étre identifiable a la limite, mais
demander un nombre gigantesque de données d’apprentissage (la taille de I’en-
semble caractéristique pourrait étre déraisonnablement grande). Par conséquent,
un résultat d’apprentissage dans ces paradigmes peut étre inutile en pratique.
C’est pourquoi ils ont été étendus. Le premier a donné naissance [Pit89] & celui
qui suit :

Définition 1.9 (Identification polynomiale a la limite)

2 En fait, la preuve initiale ne concerne qu'un sens de 1’équivalence. Mais, bien que cela n’ait
jamais été publié, la réciproque est aussi vraie.
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Une classe de langages L est identifiable polynomialement a la limite a partir des
présentations de type P, et en utilisant la classe de représentations R, sl existe
un algorithme ¢ tel que, pour tout langage L € L et pour toute présentation P
de L de type Py, :

— le temps d’exécution de ¢ est polynomial dans la taille de P, pour tout n,

— le nombre mazximum d’erreurs de prédiction que fait ’algorithme est polyno-
mial, ¢’est-a-dire qu’il existe un polynome p(.) tel que [{n € N: L(¢(P,)) #
L} < p(||rLl]), ot ry est la plus petite représentation de L dans R.

Cette définition nécessite un codage, ou une description, raisonnable des repré-
sentations des langages (voir section 1.1.2 pour plus de détails).

Il est a noter que dans la définition précédente (mais aussi la suivante) la
plus petite représentation d’un langage n’a pas besoin d’étre calculable: seule
son existence nous intéresse. Dans la formalisation de ’enseignement dévelop-
pée par Matthias et Goldman [GM96], cela correspond a des problemes "semi-
poly-enseignables”, c¢’est-a-dire que 'apprenant fonctionne de maniere polyno-
miale alors que l’enseignant peut nécessiter utiliser des processus exponentiels.
(A contrario, un probleme est "enseignable” si le couple enseignant/enseigné a un
comportement entierement polynomial.)

Pour en revenir a l'identification polynomiale, aussi séduisant que soit ce pa-
radigme, il est malheureusement bien souvent trop restrictif : méme les langages
réguliers ne sont pas apprenables dans ce cadre a partir d’informants [Pit89].
C’est pourquoi un troisieme paradigme d’identification a la limite a été introduit.
Il repose sur celui d’identification a la limite par données fixées, auquel deux
contraintes de polynomialité ont été ajoutées [dIHI7].

Définition 1.10 (Identification en temps et données polynomiaux)
On dit qu’une classe de langages L est identifiable a la limite en temps et don-
nées polynomiauz a partir d’échantillons de type Ky, et en utilisant la classe de
représentations R, s’il existe un algorithme ¢ et deuzx polynomes p(.) et q(.) tels
que :
1. Etant donné un échantillon S de taille m pour L € 1L, ¢ retourne en un
temps O(p(m)) une hypothese H € R cohérente®avec S;
2. Pour toute représentation R € R de taille k d’un langage L € L, il existe
un échantillon caractéristique C'S de taille O(q(k))

Il est a noter qu’a cause du peu de résultats positifs dans le cadre de la défini-
tion 1.9, on parle fréquemment d’identification polynomiale a la limite concernant
ce dernier paradigme.

3 Une hypothese est cohérente avec un échantillon S si elle n’est en contradiction avec
aucune des données de S. C’est 'application directe du principe inductif ERM.
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Nous étudierons dans le chapitre suivant les résultats d’apprenabilité sur les
langages hors-contextes dans le cadre de I'identification a la limite avec contraintes
de polynomialité. C’est en effet dans le cadre de l'identification a la limite en
temps et données polynomiaux que nous avons choisi de travailler. Nous avons
conscience des limitations d’une telle approche: méme dans le cadre de I'identi-
fication en temps et données polynomiaux, rien n’est dit sur le comportement de
I’algorithme quand 1’échantillon caractéristique n’est pas présent dans les don-
nées. D'un autre coté, c’est le seul paradigme d’apprentissage dans lequel des
résultats positifs non-triviaux ont été démontrés concernant les langages hors-
contextes. De plus, il peut étre vu comme une condition nécessaire que doit
satisfaire 1'idée constituante d’un processus d’inférence grammaticale: a partir
d’un algorithme capable d’identifier a la limite une classe de langages, on peut
greffer des heuristiques permettant ainsi d’obtenir de bons résultats en pratique
(ot rien ne permet d’affirmer a priori que ’ensemble caractéristique figure dans
les données). C’est ainsi que, a partir de 'algorithme RPN1 [OG92], pour lequel
un résultat d’identification en temps et données polynomiaux a été démontré,
'algorithme EDsM [LPP98] a été obtenu. Ce dernier algorithme est devenu la
référence en ce qui concerne 'apprentissage des langages réguliers. L’identifica-
tion a la limite peut ainsi étre vue comme une preuve de "concept”’, un moyen
de prouver la pertinence d’une idée vis-a-vis de l'apprentissage: si les données
contiennent suffisamment d’information, alors cette idée permet d’apprendre.

1.3 Pourquoi apprendre les langages hors-con-
textes?

Bien que son acte de naissance date des travaux de Gold dans les années
60, l'inférence grammaticale ne s’est, jusqu’a récemment, que tres peu intéres-
sée aux langages hors-contextes. Par exemple, il n’existe a notre connaissance
qu’un seul article résumant 'avancée des recherches dans cette voie, publié sous
la forme d’'un rapport technique [Lee96] (un deuxieme va bientot étre publié).
Dans les années 80, 1’école japonaise a été presque la seule a obtenir quelques
résultats [Tak88, Ish89, Sak87, Yok89], dont les plus intéressants seront déve-
loppés dans le prochain chapitre. L’attention des chercheurs de la communauté
s’est principalement concentrée sur la classe des langages réguliers, et il a fallu
attendre la fin des années 90 et le début du nouveau siecle pour que 'apprentis-
sage des langages hors-contextes devienne d’actualité. C’est ainsi que, suite a un
workshop a la conférence ECML en 2003 [dIHAVZOO03], il a été décidé de créer la
compétition OMPHALOS [SCvZ04].

Les résultats positifs obtenus sur la classe des langages réguliers ne sont pas
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étrangers au renouveau de l'intérét concernant les langages hors-contextes. En
effet, le probleme étant globalement résolu pour la classe de langages la plus
simple de la hiérarchie de Chomsky, le nouveau challenge devient naturellement
la classe de difficulté suivante de la hiérarchie.

D’autre part, 'utilisation des langages réguliers sur des problemes pratiques
a mis a jour leurs limitations. Par exemple, les structures du code génétique
ne sont pas régulieres, et une étude de ces structures nécessitera 1'utilisation
de relations hors-contextes [SBHT94, AM97, JLPO1, SB02]. En ce qui concerne
les langues naturelles, cela fait déja quelques années que les langages réguliers
ne sont plus d’actualité. Méme les langages hors-contextes sont mis a mal par
cette communauté [Shi85]. Toutefois, si certaines structures ne répondent pas aux
criteres hors-contextes, la grande majorité en font partie, et cela est d’autant plus
vrai si on s’intéresse a la langue parlée : les structures sensibles aux contextes mises
en avant pour réfuter la conjecture considérant les langues naturelles comme des
langages hors-contextes appartiennent, & une exception pres [Rad91], a la langue
écrite.

D’autres champs d’applications nécessitent des langages et des structures hors-
contextes. C’est le cas évidemment des langages de balises, comme par exemple
XML et de ses technologies associées [Fer0l, ASA01, Chi0O1]. Mais on retrouve
des langages hors-contextes dans des domaines aussi variés que la compression de
textes [NMW97] ou le traitement automatique de la parole [Bak79, Sto95].
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2 Sur la difficulté
d’apprentissage des
grammaires hors-contextes

Dans le chapitre précédent, nous avons déja mis en avant quelques résultats
négatifs d’apprenabilité des langages hors-contextes. Malheureusement, ce ne sont
pas les seuls et nous en présenterons d’autres dans ce chapitre. Il nous a donc
semblé intéressant de réfléchir aux raisons rendant plus difficile 'apprentissage
de cette classe, comparativement a la classe des langages réguliers.

2.1 D’ou vient cette difficulté?

Cette difficulté est liée a plusieurs parametres allant des structures algébriques
inhérentes a ces langages aux propriétés structurelles des grammaires les repré-
sentant. Les réflexions qui suivent n’ont pas la prétention de constituer une liste
exhaustive; elles constituent des explications permettant de mieux appréhender
la problématique de I'apprentissage des langages hors-contextes.

2.1.1 Opérabilité

Lorsque 'on s’intéresse a la classe des langages réguliers, ’apprentissage peut
s’appuyer sur des propriétés algébriques fortes. Ainsi, I'union, la concaténation et
I'intersection de deux langages réguliers sont des langages réguliers. De la méme
maniere, le complémentaire d’un langage de cette classe est un langage régulier
(il suffit de prendre l'automate déterministe canonique complet du langage et
d’inverser les états finaux et les états non-finaux pour obtenir une représentation
du complémentaire du langage).

Concernant la classe des langages hors-contextes, la stabilité des opérations
algébriques n’est pas toujours assurée. En effet, si 'union et la concaténation
de deux langages hors-contextes correspondent a des langages de cette classe,
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ce n’est pas le cas de leur intersection. En conséquence, le complémentaire d’un
langage hors-contexte n’est pas forcément hors-contexte. Cette derniere propriété
a des conséquences en apprentissage. Si, dans le cas des réguliers, 'utilisation
d’exemples négatifs était pertinente et aisément définissable, car, ils possédaient
une structuration du meme type que celle que 'on cherchait a apprendre, ce
n’est donc plus le cas quand on cherche a apprendre des langages hors-contextes.
L’information contenue dans les exemples négatifs n’a donc pas la méme portée.

Il devient méme difficile de définir quelle pourrait étre l'utilisation de ces
contre-exemples. Intuitivement, les exemples négatifs qui semblent les plus utiles
a l'inférence sont ceux de la frontiere du langage a identifier, c¢’est-a-dire ceux
qui sont tres proches des mots du langage. Dans le cas d’un langage régulier,
cette frontiere est réguliere: dans I'automate déterministe canonique complet re-
présentant le langage, elle correspond aux mots atteignant les états non-finaux
et non-puits. Si, par exemple, nous nous plagons dans le paradigme d’identifica-
tion a la limite en temps et données polynomiaux a partir d’exemples positifs et
négatifs, la définition d’un échantillon caractéristique (voir la définition 1.7) est
ainsi facilitée. Notre propos est que la difficulté est plus importante pour définir
ces contre-exemples utiles pour les langages hors-contextes : les exemples négatifs
d’un éventuel échantillon caractéristique doivent étre définis en s’appuyant sur
une structure qui peut tres bien ne pas étre hors-contexte.

Ce qui précede a pour conséquence naturelle d’essayer d’apprendre les langages
hors-contextes a partir d’exemples positifs seulement. Or le résultat suivant nous
en empéche [Gol67]:

Théoréme 2.1 Aucune classe superfinie de langages formels n’est identifiable a
la limite a partir d’exemples positifs seulement.

Une classe superfinie est constituée de tous les langages finis et d’au moins un
langage infini. C’est trivialement le cas de la classe des langages hors-contextes
(et des réguliers). Intuitivement, le théoreme se comprend bien: ’ensemble des
exemples vus par l'algorithme a un instant donné forme un langage fini. Il n’est
alors pas possible de différencier ce langage d’un langage infini le contenant.

Ainsi, I'utilisation d’exemples négatifs, ou d’autres formes d’information com-
plémentaire aux exemples positifs, est nécessaire a l'inférence des langages hors-
contextes. Mais cette induction sera rendue plus difficile par la faiblesse des pro-
priétés algébriques sous-jacentes a la classe.

2.1.2 Indécidabilité

Nous I'avons déja explicité dans le chapitre précédent, mais nous préférons y
revenir ici, car cela constitue une des principales difficultés de 'inférence gramma-
ticale des langages hors-contextes: étant données deux grammaires algébriques,
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on ne peut pas décider si elles engendrent le méme langage. Comme nous nous
placons dans le cadre de l'identification a la limite, cela a des conséquences sur
I’apprentissage. Dans le cas de I'inférence de langages réguliers a 1’aide d’auto-
mates, il existe un représentant canonique calculable pour chaque langage. On
peut donc réduire cet apprentissage a identification de ce représentant (c’est ce
que fait, par exemple, I’algorithme RPNI).

Cette approche n’est pas possible pour les langages hors-contextes. Il en ré-
sulte un flou, un degré d’incertitude plus élevé, dans l'inférence. Pour un lan-
gage hors-contexte donné, il existe un nombre potentiellement infini de solutions
exactes, c¢’est-a-dire de grammaires ’engendrant, avec aucune comparaison pos-
sible de pertinence entre elles. Méme si I'on réduit le nombre de solutions par
des restrictions relevant du bon sens, par exemple en interdisant les productions
de type N — M, ou N et M sont des non-terminaux, le nombre de gram-
maires représentant un langage hors-contexte reste infini. Par exemple, si 'on
s’intéresse au langage {a"b" : n > 0}, il peut étre représenté, entre autres, par
chaque élément de la famille de grammaires G = U;enG; avec pour tout ¢ € N,
G, = <{a,b},{Nj 0< < i},Pi,N0> ou P, = {NJ — (le+1b 0<5< l}U{N] —
ab: 0 <j <i}U{N; — aNyb}. G est une famille infinie de grammaires.

Chercher a identifier une grammaire particuliere a partir de données d’appren-
tissage n’a pas de sens quand une infinité de solutions exactes existent. L’iden-
tification porte donc uniquement sur le langage et non sur sa représentation, ce
qui introduit forcément une difficulté supplémentaire.

C’est a cause de l'indécidabilité de 1’équivalence de deux grammaires hors-
contextes que le résultat négatif suivant a été obtenu [dIH97]:

Théoreme 2.2 La classe des langages hors-contextes n’est pas identifiable a la
limite en temps et données polynomiaux a partir d’échantillons formés d’exemples
positifs et négatifs.

La preuve de ce théoreme repose sur le fait que si I’équivalence de deux élé-
ments d’une classe de représentation est indécidable, alors il existe forcément deux
représentations R; et Ry dans la classe, de taille inférieure a n, telles que le plus
petit mot appartenant a la différence symétrique L(R1) ® L(R;) est de longueur
exponentielle en n. Quel que soit ’algorithme utilisé, la taille de I’échantillon ca-
ractéristique permettant de différencier R; de R; est alors forcément exponentielle
dans la taille de la cible.

Ce théoreme annihile 'espoir d’apprendre l'intégralité de la classe a 'aide
de représentations dont le probleme de I’équivalence est indécidable. Toutefois
il existe toujours des possibilités pour s’attaquer a l'apprentissage de langages
hors-contextes, que ce soit, par exemple, en changeant de représentation ou en se
restreignant a des sous-classes.
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Si la décidabilité de I'équivalence de deux grammaires hors-contextes quel-
conques est impossible, il existe une sous-classe non-triviale pour laquelle un
résultat positif a été obtenu par Géraud Sénizergues [Sén97]:

Propriété 2.1 L’équivalence de deux automates a pile déterministes est déci-
dable.

Un automate a pile est déterministe si pour chaque combinaison d’états, de
lettres et de sommets de pile, une unique action est définie. Nous avons déja dit
que la classe des automates a pile forme une classe de représentation des lan-
gages hors-contextes, au méme titre que les grammaires algébriques. Il existe en
outre une fonction injective allant des automates a pile dans la classe des gram-
maires hors-contextes. Il s’ensuit que 1'on peut définir la classe des grammaires
hors-contextes déterministes comme celle des grammaires correspondant aux lan-
gages pouvant étre représentés par des automates a pile déterministes. La classe
de langages correspondante est strictement incluse dans celle des langages hors-
contextes. La propriété de fermeture suivante est a noter : le complémentaire d’un
langage déterministe est un langage déterministe. Nous détaillerons dans la suite
des travaux d’inférence se restreignant a cette sous-classe.

2.1.3 Ambiguité et non-déterminisme

Nous avons vu que la classe des langages hors-contextes est définie, dans la
hiérarchie de Chomsky, par une propriété syntaxique sur la forme des regles. Nous
avons aussi vu que cette propriété n’est pas assez restrictive pour correspondre
entierement a la classe des automates a pile déterministes : certains langages sont
intrinsequement non-déterministes. Cela n’est pas le cas pour les langages régu-
liers, ou les automates finis déterministes caractérisent ’ensemble de la classe.
C’est d’ailleurs en se restreignant a cette classe de machines abstraites qu’il a
été possible d’identifier a la limite, en temps et données polynomiaux et a partir
d’exemples positifs et négatifs, les langages réguliers.

Ce probleme de déterminisme (ou plutdt de non-déterminisme) se retrouve
dans l'autre représentation usuelle des langages hors-contextes. En effet, certaines
grammaires hors-contextes souffrent du méme mal: on les appelle les grammaires
ambigués. Dans une telle grammaire, les mots peuvent étre engendrés par des
dérivations structurellement différentes, c’est-a-dire qu’a un mot correspond plu-
sieurs arbres de dérivation. Comme pour les automates a pile, il existe des langages
admettant des grammaires ambigués et non-ambigués mais aussi des langages in-
héremment ambigus, c¢’est-a-dire qui ne sont engendrés que par des grammaires
de ce type. On parle a contrario de la classe des langages hors-contextes non-
ambigus. Nous revenons sur ces sous-classes dans la section 2.2.2.
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Un langage déterministe est non-ambigu mais l'inverse n’est pas vrai: par
exemple le langage des palindromes {ww? : w € {a,b}} est non ambigu mais pas
déterministe. Cette hétérogénéité rend bien compte des difficultés de 'inférence
de la classe entiere: la classe des langages hors-contextes regroupe des langages
aux caractéristiques tres différentes. C’est aussi une raison expliquant le peu de
comparaisons de résultats d’apprenabilité: lorsque 1'on s’intéresse a une sous-
classe définie par un type de représentations spécifique (par exemple, les langages
représentables par des automates a pile déterministes) le résultat obtenu sera
difficilement comparable avec ceux éventuellement obtenus a partir de grammaires
non ambigués.

Vis-a-vis de I'apprentissage, ces non-déterminismes posent évidemment pro-
bleme : I'utilisation de représentations non-déterministes induit une perte de con-
trole lors de l'inférence. En effet, si 'on construit une grammaire pour qu’elle
engendre un mot d’une certaine facon, mais que finalement ce mot peut étre ob-
tenu différemment, il se peut, par exemple, que d’autres mots, ceux-ci non-désirés,
soient engendrés par la grammaire. D’autre part, le déterminisme est souvent uti-
lisé comme critere de décision permettant de guider 'apprentissage : si on relache
cette contrainte, le nombre d’hypotheses cohérentes avec un ensemble de données
augmente considérablement.

2.1.4 Expansivité

Le Théoreme 2.2 statue que la classe des grammaires hors-contextes n’est pas
identifiable a la limite en temps et données polynomiaux, a partir d’exemples po-
sitifs et négatifs, en raison de 'indécidabilité de I’équivalence de deux grammaires
hors-contextes. Mais ce n’est pas la seule raison qui peut rendre une sous-classe
non apprenable dans ce paradigme. Un exemple classique est celui du probleme de
I expansivité. Dans [dIHI97], une sous-classe souffrant de ce probleme est exhibée.
Il s’agit de la classe des grammaires simples déterministes :

Définition 2.1 (Grammaire simple déterministe)

Une grammaire G = (3,V,P,A) est simple déterministe si toutes les dérivations
N — « sont de la forme o € ULV UXV? et, pour toute lettre a € ¥, si N — aa
et N — a3, alors a = 3.

L’équivalence de deux grammaires simples déterministes est décidable, puisque
ce sont des grammaires déterministes, mais la classe de langages correspondante
n’est pas identifiable a la limite en temps et données polynomiaux a partir
d’exemples positifs et négatifs. La preuve repose sur 'exemple suivant: G, =
({a}{N; : i < n},P,Ny), on P = {N; — aN;x1N;y1 : i < n} U{N,, — a}.
Cette grammaire simple déterministe engendre le langage réduit au mot a* avec
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k = 2"*! — 1. Le nombre de pas de production nécessaires pour obtenir le mot &
partir de I’axiome est exponentiel dans la taille de la grammaire.

Une conséquence sur l'apprentissage est que la taille de ’ensemble caracté-
ristique permettant de distinguer £(G,,) et {\} est alors exponentielle dans la
taille de la plus petite représentation du langage (puisqu’il doit contenir a* k =
27+l —1). Ceci rend I'identification a la limite en temps et données polynomiaux
impossible. Il est a noter que le méme probleme se pose pour le cadre d’ap-
prentissage PAC, ou ’échantillon doit aussi étre polynomial dans la taille de la
représentation du langage.

Cet exemple est troublant : apprendre un langage formé d’un seul mot a partir
d’exemple(s) ne parait pas compliqué. Le probleme semble venir des paradigmes
d’apprentissage. La contrainte de polynomialité a été introduite dans un but: si
pour apprendre un langage (ou tout autre concept) il est nécessaire d’avoir un
échantillon d’apprentissage déraisonnablement grand, alors ce langage n’est pas
apprenable. Mais cette contrainte de polynomialité porte sur la taille de la repré-
sentation cible et c’est 1a que se pose le probleme de I'expansivité. D’autant plus
que cela est en contradiction avec un des principes inductifs présentés précédem-
ment : celui de la compression de I'information, ou principe MDL. Si "apprendre”
c’est étre capable de représenter de maniere synthétique les exemples d’appren-
tissage, ou est le probleme quand on infere une représentation exponentiellement
plus petite que les données? Nous n’avons pas de solutions a proposer, mais les
questions soulevées par ce probleme dans les paradigmes d’apprentissage doivent
étre prises en compte dans les résultats d’apprenabilité.

2.1.5 Générativité

Meéme s’il est possible de tester polynomialement 1’appartenance d’un mot
au langage généré par une grammaire algébrique, cette classe de représentation
est avant tout générative. Ainsi, pour obtenir un mot a partir de I’axiome, il est
nécessaire d’effectuer plusieurs pas de dérivation et, a chaque étape, nous ne pos-
sédons qu’une forme sententielle, peu informative sur les mots du langage. Dans
le cas des automates finis déterministes, tester si un mot appartient au langage
se fait en un temps linéaire dans la taille du mot (alors que pour une grammaire
hors-contexte quelconque la complexité est cubique) et, a chaque étape, on peut
se retrouver dans un état final, ce qui nous permet de connaitre quel préfixe du
mot fait partie du langage. Ainsi un processus d’apprentissage de langages régu-
liers peut se servir des relations préfixales (et méme suffixales) comme indicateur
pertinent de la structure du langage. Or ce n’est pas possible pour un langage
hors-contexte : deux mots tels que I'un est préfixe de 'autre peuvent tres bien
n’avoir aucun pas de dérivation en commun.

En ce qui concerne I'apprentissage, si nous essayons d’inférer une grammaire
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hors-contexte par un processus ascendant, c’est-a-dire retrouver les regles a par-
tir d’'un ensemble de mots du langage, apres chaque inférence d’une regle, ce que
nous possédons n’est pas une grammaire tant que ’axiome n’a pas été trouvé.
Par exemple, si le mot correspondant a la dérivation la plus courte a besoin de
dix pas de dérivation, il nous faudra inférer neufs regles, sans étre capable de
tester efficacement leur pertinence, avant de posséder une hypothese correspon-
dant & une grammaire. Ainsi, il est difficile, dans une telle approche, de tester la
pertinence d'une regle lors de son inférence.

L’autre fagon de s’attaquer a 'apprentissage est d’adopter une attitude des-
cendante, consistant a partir de la grammaire n’engendrant que les exemples de
mots du langage contenus dans les données et a la généraliser. Mais le processus
de généralisation, revenant a créer de nouvelles regles ou a regrouper des non-
terminaux se heurte au méme probleme: il est possible que la regle inférée ne
permette pas a la grammaire d’engendrer un langage plus grand que le précédent
(ou de se rapprocher de la cible). On est donc dans 'obligation soit d’inférer
des regles “a 'aveugle”, sans pouvoir étre guidé directement par les données, soit
de s’assurer d’une croissance monotone du langage en inférant ou en modifiant
plusieurs regles en méme temps, ce qui est forcément plus difficile.

Lorsque l'on travaille avec des automates finis déterministes, les processus
d’inférence commencent avec ’automate reconnaissant uniquement les exemples
positifs, puis ils fusionnent des états, généralisant ainsi le langage reconnu par
l'automate (propriété assurée par le théoreme de Myhill-Nerode[A.N58]). Il est
possible ensuite, si 'on dipose d’exemples négatifs et apres une phase de déter-
minisation, de tester si le nouvel automate est cohérent avec les données. Comme
toute fusion d’état généralise le langage reconnu par I’automate, il est possible de
tester individuellement la pertinence de chaque étape.

2.1.6 Indivisibilité

Dans une grammaire, le langage représenté dépend fortement de ’ensemble
des regles et des non-terminaux de la grammaire. Si un processus d’apprentissage
n’est capable d’inférer qu'une partie de la cible qu’il cherche a apprendre, le
langage correspondant aura tres peu de liens avec le langage cible. Imaginons
un mot qui nécessite plusieurs pas de dérivation a partir de I'axiome pour étre
généré. Il suffit qu'une des regles utilisées dans sa dérivation soit absente pour
que ce mot ne fasse plus partie du langage. Ainsi, une grammaire forme un tout
que 'on ne peut diviser.

Du point de vue de l'apprentissage, cela induit que tant que l'intégralité
des reégles n’a pas été découverte, ce dont nous disposons peut générer un lan-
gage extréemement différent du langage cible. Par exemple, la grammaire G =

({a,b} {S}{S — aSa,S — bSb,S — \},S) engendre le langage des palindromes
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de longueur paire. Si on enleve la regle S — A le langage engendré est vide, alors
que si c’est la regle S — aSa (resp. S — bSb) qui est absente, la grammaire
représente alors le langage régulier (bb)* (resp. le langage (aa)*).

Les processus d’apprentissage suivent, dans leur grande majorité, un proces-
sus identique : chaque étape généralise le langage représenté par I’hypothese cou-
rante, puis, apres une éventuelle phase de déterminisation, teste la cohérence et la
pertinence de ces modifications. Il est difficile d’adapter cette approche aux gram-
maires: ce n’est pas parce qu’on ajoute une ou plusieurs regles que le nouveau
langage généralise le précédent. En fait, il n’a pas été mis a jour de d’opérateur
généralisant garantissant une croissance monotone du langage d’une grammaire.
Et le fait qu'une grammaire forme un tout tel que I’absence d’un unique élément
change completement le langage représenté tend a montrer quun tel opérateur
peut tres bien ne pas exister.

2.1.7 Structuralité

Un point est souvent mis en avant lorsqu’il s’agit de comparer les résultats
d’apprentissage obtenus en inférence grammaticale avec ceux des autres domaines
de 'apprentissage automatique. Il consiste a dire qu’un automate fini, ou une
grammaire, apportent plus d’informations sur le langage que, par exemple, un
classifieur. Nous avons vu par exemple que les automates peuvent étre exprimés
graphiquement. De la méme maniere, une grammaire n’est pas seulement un
parser répondant a la question "ce mot appartient-il au langage ?”, mais elle
apporte souvent une véritable explication sur la structure du langage (ce qui est
sans doute moins vrai quand on utilise une des formes normales précédemment
introduites). Quand on cherche & apprendre des langages hors-contextes a 'aide
de grammaires, il nous faut donc apprendre le langage en lui-méme mais aussi sa
structuration.

Cette double difficulté se paie forcément lors de l'inférence: 'espace des hy-
potheses, déja important quand on considere les langages, 1’est encore plus si 'on
rajoute le probleme de la structure. C’est encore plus vrai lorsqu’au lieu de s’in-
téresser aux grammaires classiques, notre attention se porte sur des grammaires
d’arbres ou de graphes, ou la structuration joue un role prédominant. En ce qui
concerne les langages réguliers, la difficulté a encore une fois été détournée en
réduisant ’espace des hypotheses aux représentants canonique de chaque langage
(ce qui revient a dire que chaque langage correspond a une unique structuration).
Nous avons déja longuement expliqué que I'inexistance d’une représentation cano-
nique calculable pour chaque langage hors-contexte empeéchait une telle restriction
de I'espace des hypotheses. Il est toutefois possible de se restreindre a une forme
normale, mais on perd alors I'explication structurelle du langage. . .

Nous verrons par la suite que si I'information structurelle est contenue dans les
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données alors il devient possible d’identifier I’ensemble de la classe des langages
hors-contextes (voir Section 2.2.1). Mais si cette information n’est pas conte-
nue dans les données, le choix d’une représentation ne rendant pas compte de la
structuration du langage, comme par exemple les systemes de réécriture, peut per-
mettre d’obtenir des résultats d’apprentissage jouissant d’une plus grande portée
que ceux obtenus avec des grammaires.

2.2 Quelles solutions?

Tous les travaux en inférence grammaticale cherchant a apprendre des lan-
gages hors-contextes utilisent des approches contournant les problemes dévelop-
pés précédemment, méme si bien souvent ces difficultés et les idées pour les gérer
ne sont pas explicitées. En fait, c’est méme une obligation: il n’est pas envisa-
geable d’apprendre des langages algébriques sans tenir compte des limitations
d’apprentissage inhérentes a cette classe de langages.

2.2.1 Données structurées a priori

Nous avons vu qu’il n’est pas possible d’identifier a la limite en temps et don-
nées polynomiaux ’ensemble de la classe des langages hors-contextes, que ce soit
a partir d’exemples positifs ou que ce soit a partir d’exemples positifs et néga-
tifs. Cependant, si ’on enrichit les données d’apprentissage avec des informations
supplémentaires, il est possible d’apprendre ’ensemble de la classe. Ainsi, il est
possible de monter dans la hiérarchie de Chosmky en utilisant des structures plus
complexes que de simples mots. Une des idées principales dans cette approche est
d’utiliser des données contenant l'information structurelle sur le langage. Cela
peut se faire en utilisant, en guise d’exemples, des squelettes.

Définition 2.2 (Squelette)

Un squelette d’un mot m vis-a-vis d’une grammaire G est un arbre de dérivation
de m dans G dont tous les noeuds internes portent la méme étiquette.

Une présentation sous forme de squelettes d'un langage L pour une grammaire
le représentant G est une séquence infinie des squelettes de mots de L vis-a-vis
de G telle que toute les structurations des mots du langage dans GG apparaissent
au moins une fois. Le résultat de Gold sur les classes superfinies s’appliquent aux
présentations d’éléments ainsi structurés.

Pour contourner ce résultat négatif, Sakakibara introduit un nouveau type de
grammaire hors-contexte [Sak92]:

Définition 2.3 (Grammaire réversible)
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Une grammaire hors-contexte G = (X, V, P A) est réversible si:

- A—a€PetB— ac P implique A= B,
- A—aBpfePetA— aCpB € P implique B=C.

Sakakibara montre que les grammaires réversibles constituent une forme nor-
male des langages hors-contextes. Ainsi, toute grammaire hors-contexte peut étre
transformée en grammaire réversible, mais la taille de la grammaire réversible
peut-étre exponentiellement plus grande que celle de la grammaire initiale.

On dit d’un squelette qu’il est réversible s’il a été obtenu a partir de I'arbre
de dérivation d’un mot dans une grammaire réversible. L’algorithme RT (qui sera
détaillé dans le chapitre 3) identifie a la limite en temps et données polynomiaux
la classe des langages hors-contextes a partir d’exemples sous forme de squelettes
réversibles. Le principe de I'algorithme est proche de celui d’Angluin pour les lan-
gages (réguliers) O-réversibles [Ang82]. Il consiste a construire 'automate d’arbres
reconnaissant uniquement les squelettes du langage, puis a fusionner les noeuds
ne respectant pas les contraintes de réversibilité. Une grammaire hors-contexte
est ensuite construite a partir de 'automate.

Ce résultat peut sembler contradictoire : il n’est pas possible d’identifier a la li-
mite la classe des langages hors-contextes a partir de squelettes, mais 1’algorithme
R identifie cette classe a la limite en temps et données polynomiaux a partir de
squelettes réversibles. En fait, dans le premier cas nous cherchons a identifier une
des grammaires qui correspondent a un ensemble de squelettes, alors que dans le
second cas il nous faut des squelettes qui se conforment a une grammaire cible.
Ce dernier point réduit drastiquement 1’espace des hypotheses.

Plusieurs sous-classes des langages hors-contextes sont apprenables a partir
de squelettes de mots du langage [BM04, Fer02, Yok91, Ish89]. L’idée est de
transposer les résultats obtenus sur les réguliers aux hors-contextes en passant
par les langages d’arbres. Un exemple caractéristique de cette approche est celui
des langages d’arbres k-testables [KS94].

D’autres types de données d’apprentissage ont été étudiés suite a ces résul-
tats. La classe est identifiable a partir de squelettes positifs et négatifs, de sque-
lettes positifs et d’exemples négatifs [GO93]. Mais les contraintes sur la forme des
squelettes, ainsi que ’hypothese de leur existence dans des données réduisent la
portée de ces résultats: il est difficile d’imaginer un probléme du monde réel ou
les exemples auraient une structuration réversible; quant aux squelettes négatifs,
il est difficile d’imaginer des données en comportant (rappelons que le complé-
mentaire d'un langage hors-contexte n’est pas forcément hors-contexte).
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2.2.2 Restrictions a des sous-classes

Comme I’ensemble de la classe n’est pas identifiable a la limite, de nombreux
travaux ont consisté a se restreindre a des sous-classes ne souffrant pas de certaines
des difficultés précédemment répertoriées.

Linéarité

Le probleme de 'expansivité ayant été identifié, 'attention des chercheurs de
la communauté s’est concentrée sur une sous-classe de langages hors-contextes ne
souffrant pas de ce probleme :

Définition 2.4 (Langage linéaire)

Une grammaire hors-conteste G = (3,V,P,A) est linéaire si toutes ses productions
sont de la forme N — wyMwsy, ou N — wy, avec wi,wy € ¥* et NNM € V. Un
langage hors-contexte est linéaire s’il peut étre représenté par une grammaire
hors-contexte linéaire.

Il est a noter que cette classe n’est pas trop restrictive : tous les langages réguliers,
et la plupart des langages hors-contextes déja présentés dans ce document sont
des langages linéaires. Par exemple, le langage des palindromes est linéaire car
il peut étre représenté par la grammaire linéaire ({a,b},{S},{S — aSa,S —
bSb,S — a,S — b,S — A},S). Par contre, le langage de Dyck n’est pas linéaire.

L’équivalence de deux grammaires hors-contextes linéaires n’étant pas déci-
dable, cette classe n’est pas identifiable a la limite en temps et données polyno-
miaux a partir d’exemples positifs et négatifs [dIHI7]. Toutefois, les propriétés
de ces langages sont suffisamment intéressantes pour que des sous-classes aient
été étudiées, certains auteurs considérant méme que la linéarité est une condition
nécessaire a 'apprentissage [dIHOO02].

La principale est celle des langages linéaires équilibrés ou les productions sont
de la forme N — ayMas, ou N — aq, ou N — A, avec aj,as € X et NNM € V.
Cette classe contient tous les langages réguliers, et des langages hors-contextes
comme {a™b"} ou le langage des palindromes. Différents algorithmes ont été étu-
diés pour apprendre ces langages [Tak88, Tak94, SG94, Mako6, KMTI7]. IIs re-
posent tous sur la méme approche: elle consiste a se ramener a l'apprentissage
de langages réguliers en transformant une regle N — a;Mas en N — [ajas|M.
Cette transformation porte le nom de réduction réguliere. Un mot aias . . .a, ap-
partient au langage engendré par une grammaire linéaire équilibrée si et seulement
si(aran){agan_1) ... {an/2an/241) appartient a sa réduction réguliere. Une fois les
données d’apprentissage transformées, toutes les méthodes permettant d’inférer
des langages réguliers peuvent étre utilisées. La classe des langages linéaires équi-
librés est donc identifiable a la limite en temps et données polynomiaux a partir
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d’exemples positifs et négatifs. De la méme maniere, plusieurs sous-classes de ces
langages sont apprenables a partir d’exemples positifs seulement.

Déterminisme

Comme nous l'avons précédemment vu, décider si deux grammaires hors-
contextes quelconques engendrent le méme langage n’est pas possible. Mais il
existe une sous-classe, les langages hors-contextes déterministes, ou le probleme
devient décidable. C’est pourquoi plusieurs travaux se sont concentrés sur cette
classe, aidés en cela par le fait que le complémentaire d’un langage déterministe
est un langage déterministe (et que par conséquent l'utilisation d’exemples néga-
tifs se justifie plus facilement que dans le cas général).

Mais les langages déterministes, quand ils sont représentés par des gram-
maires, souffrent du probleme de 'expansivité, ce qui nous empéche d’espérer
un résultat d’identification en temps et en données polynomiaux. C’est pourquoi
une sous-classe, permettant de ne pas patir du probleme de ’équivalence ni de
celui de 'expansivité, a été étudiée: il s’agit des langages linéaires déterministes.
Une grammaire (3,V,P,A) est linéaire déterministe si ses productions sont de
la forme N — XA ou N — aMw,, avec a € ¥, NM € V et w; € ¥*, et si
N — aa € Pet N — aff € P alors @ = 3. Une forme canonique calculable
peut étre définie pour les grammaires linéaires déterministes, ce qui permet un
algorithme incrémental par niveau, identifiant a la limite la classe des langages
linéaires déterministes en temps et en données polynomiaux, a partir d’exemples
positifs et négatifs [dIHO02].

D’autres sous-classes des langages hors-contextes déterministes ont été étu-
diées, comme par exemple les langages simples déterministes [Ish95]. Le résultat
le plus intéressant concerne la classe des langages tres simples déterministes. Cette
classe est caractérisée par les grammaires trés simples déterministes (X,V,P,A)
dont les productions sont de la forme N — aa, ou a € X et a € V*, et pour toute
lettre a de 'alphabet X2, il existe un unique non terminal N et une unique regle
N — aa. Cela correspond aux grammaires hors-contextes sous forme normale de
Greibach, avec la contrainte que chaque lettre de ’alphabet ne doit apparaitre que
dans une seule regle de production. Ces langages peuvent étre considérés comme
des super-déterministes a cause des propriétés suivantes: pour tout «,f € V7,
pour tout w € XF,

~ Si A wa et A= wp alors a = 3 (déterminisme descendant);

~ Sia=wet f= w alors a = # (déterminisme ascendant).

Dans [Yok03], il est démontré que la classe des langages tres simples déterministes
est identifiable polynomialement a la limite a partir d’exemples positifs seulement.
Malheureusement, le temps d’exécution de I'algorithme, bien que polynomial dans
la taille des exemples, est exponentiel dans la taille de I'alphabet. Or, de par leur
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définition, la taille des grammaires tres simples est liée a la taille de leur alphabet.
En dépit de cela, c’est a notre connaissance la plus importante classe de langages
hors-contextes apprenable a partir d’exemples positifs seulement.

2.2.3 Changement de représentation

Nous avons vu que, malgré les résultats négatifs forts sur ’ensemble de la
classe des langages hors-contextes, il demeure possible d’obtenir des résultats
positifs d’apprentissage en se restreignant a des sous-classes. Ces sous-classes
sont définies par des grammaires sur lesquelles des contraintes, principalement
syntaxiques, ont été ajoutées.

La plupart des difficultés mises en évidence précédemment proviennent de la
classe de représentation choisie pour les langages hors-contextes: les grammaires
hors-contextes. Une solution pour s’attaquer a I’apprentissage des langages hors-
contextes est donc de choisir un autre formalisme de représentation des langages
qui souffrira certainement d’autres problemes, mais pourrait nous permettre d’ap-
prendre des langages pour qui, jusqu'a présent, aucun résultat d’apprenabilité
n’était possible.

Si 'on considere, a juste titre, que les grammaires d’arbres et les automates
d’arbres sont trop proches des grammaires usuelles pour s’affranchir de leurs
limitations, tres peu de travaux ont cherché a changer de représentation. Une
exception notable est celle des grammaires pures. Dans ce formalisme, aucune
distinction n’est faite entre I’ensemble des non-terminaux et ’ensemble des lettres,
ce qui revient a confondre les formes sententielles et les mots. Ainsi on réécrit un
bloc de symboles par un autre, a partir d’'un axiome. Cela reste, par conséquent,
une classe de représentations génératrices.

Par exemple, le langage {a™b" : n > 0} peut étre représenté par la grammaire
pure G = ({a,b},{ab — aabb},ab) ou ab — aabb est I'unique production et ab
I’axiome.

L’apprentissage de ces grammaires est toujours un probléeme ouvert [KMTO00].
Mais les propriétés de ce formalisme sont intéressantes et permettent de contour-
ner certains problemes mis en avant pour les grammaires classiques. Ainsi, pour
obtenir un mot du langage, il suffit d’appliquer une seule regle sur un autre mot
du langage. Dans le cas d'une grammaire algébrique usuelle, I’'obtention d'un mot
nécessite une dérivation de ’axiome jusqu’au mot et, a chaque étape, on a une
forme sententielle qui n’est d’aucune utilité vis-a-vis du langage. Cette caracté-
ristique des grammaires pures permet l'inférence de regles a partir de peu de
données (deux mots du langage qui different d’un unique facteur forment un bon
indice pour l'inférence d’une regle).

Dans la deuxieme partie de ce document, nous présenterons des travaux basés
sur un changement de représentation des langages hors-contextes. Le formalisme
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utilisé, celui des systemes de réécriture de mots, est tres proche de celui des
grammaires pures. La différence principale est que les regles forment un systeme
reconnaisseur et non un générateur, ce qui permet de s’affranchir des problemes
liés a la générativité des grammaires présentés précédemment.

2.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons répertorié plusieurs raisons expliquant pourquoi
il est difficile d’apprendre des langages hors-contextes. Nous avons aussi vu com-
ment ces difficultés étaient gérées, ou contournées, par les meilleurs algorithmes
de I’état de I'art. Cette tentative d’inventaire des problemes et des solutions est,
a notre connaissance une premiere. Elle nous offre une grille de lecture indispen-
sable des algorithmes d’inférence de langages algébriques et permet ainsi de mieux
saisir les idées et les approches ayant obtenu des résultats positifs d’apprentissage.

Nous avons vu comment I’ambiguité, le déterminisme et la linéarité semblent
jouer un role primordial dans l'inférence. Il est a noter que la réversibilité de
Sakakibara correspond aussi a des contraintes de déterminisme. En outre, la plu-
part des difficultés mises a jour dans ce qui précede sont liées a 'utilisation de
grammaires comme représentations des langages algébriques: changer de forma-
lisme pour représenter ces langages semble étre une solution pertinente pouvant
permettre U'inférence de langages pour lesquels aucun algorithme n’existe.

La partie suivante regroupe trois contributions a 'inférence grammaticale de
langages hors-contextes que nous avons développées lors de nos trois années de
these. La premiere est une tentative, cependant infructueuse, de structuration
a priori des données, a 'aide d’un algorithme de compression de textes. La se-
conde propose l'utilisation d’une autre représentation des langages: les systemes
de réécriture de mots. Un algorithme est étudié et un résultat d’identification a
la limite obtenu. Le troisieme et dernier chapitre de cette partie présente un tra-
vail consistant a se restreindre a une sous-classe des langages algébriques. Mais,
contrairement a ce qui est usuellement fait dans un tel cas en inférence gramma-
ticale, cette sous-classe est définie par une contrainte portant directement sur les
langages et non sur une de leurs représentations. Un résultat d’identification et
une application a un probleme des langues naturelles sont explicités.



Troisieme partie

Nos contributions






3 Structuration a priori des
données

3.1 Motivation

Nous avons vu, dans la partie précédente, qu’il existe un algorithme, nommé
RT [Sak92], capable d’identifier & la limite en temps et données polynomiaux
I’ensemble de la classe des langages hors-contextes. L’inconvénient de cet algo-
rithme est de nécessiter des données structurées en entrée. En effet, les exemples
d’apprentissage doivent lui étre fournis sous la forme de squelettes, c¢’est-a-dire
d’arbres ordonnés dont les noeuds internes portent tous la méme étiquette, et
dont les feuilles composent le mot représenté. En fait, cette structure d’arbre
est équivalente a une structuration réalisée a 1’aide de parentheses: puisque les
noeuds internes d’un squelette sont identiquement nommeés, ce qui importe est
comment sont structurellement regroupées les lettres du mot. En outre, n’importe
quel type de squelettes n’est pas suffisant pour permettre I'induction : ils doivent
correspondre a une structuration réversible. Malheureusement il est tres rare de
disposer de données d’apprentissage structurées, et encore plus rare que cette
structuration réponde aux contraintes souhaitées par I'algorithme de Sakakibara.

L’idée ayant donné naissance au travail présenté dans ce chapitre est tres
naturelle : puisque 1’on peut apprendre ’ensemble de la classe a partir d’exemples
suivant une certaine structuration, mais qu’elle ne peut étre raisonnablement
présente dans les données, pourquoi ne pas chercher a structurer a priori les
données?

Pour réaliser cela, nous allons nous servir d'un algorithme de compression de
données, appelé SEQUITUR [NMWO97], qui, a partir d’'un texte long, comme un
roman par exemple, construit puis code une grammaire hors-contexte générant
exactement le texte initial. En comprimant la grammaire ainsi obtenu avec les ou-
tils usuels de compression de texte, il est possible d’obtenir des taux meilleurs que
ceux de I'état de I'art. En ce qui concerne notre probleme d’apprentissage, nous
verrons que la grammaire que retourne SEQUITUR est une grammaire réversible.
Il est important de préciser que si SEQUITUR utilise des grammaires, ce n’est pas
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un algorithme d’apprentissage dans le sens que nous ’entendons: il ne cherche
pas a apprendre un langage a partir d’exemples de mots, mais a structurer un
mot donné.

Dans la premiere section de ce chapitre nous détaillerons l'algorithme SE-
QUITUR et les propriétés des grammaires qu’il construit. Puis, dans la section
suivante, nous verrons comment adapter 1’algorithme pour qu’il puisse étre uti-
lisé non pas sur un seul exemple, mais sur un ensemble de mots d’un langage,
afin de répondre a notre problématique. Nos expérimentations et les discussions
qui s’en suivent feront I’'objet d’une troisieme section.

3.2 L’algorithme SEQUITUR

Craig Nevill-Manning et lan Witten ont introduit en 1996 ’algorithme SEQUI-
TUR [NMWOO96]. Le but était d’'utiliser une approche grammaticale pour com-
presser du texte. Le principe est tres simple: chaque fois qu'un motif de deux
lettres successives apparait plusieurs fois, SEQUITUR remplace ses occurrences
par un nouveau non-terminal dont 'unique production est le motif en question.
Par récursion, ce motif peut contenir des non-terminaux précédemment générés.
Si la création d’un nouveau non-terminal implique qu’un ancien non-terminal
n’est plus utilisé qu'une fois (ce qui arrive, par exemple, lorsque deux motifs se
chevauchent), alors ce dernier est détruit et remplacé par le motif qu'il engen-
drait. Une fois I’ensemble du texte ainsi transformé, la grammaire est codée sous
forme de texte, puis compressée par un algorithme usuel de compression (de type
gzip). Le fichier résultant est plus petit que ce qu'est capable de faire les mé-
thodes classiques de compression de texte. Dans un deuxiéme article [NMWO97],
plus complet, 'influence de la taille du motif et la complexité de I’algorithme sont
étudiées. En sus de 'apport de ce travail dans le domaine de la compression de
données, c’est aussi un formidable éclairage de I'intérét que peut avoir I'inférence
grammaticale pour d’autres domaines.

3.2.1 Fonctionnement

Un pseudo-code simplifié de SEQUITUR est présenté par I'algorithme 3.1.

L’algorithme est incrémental : il lit le mot de gauche a droite, concaténant
chaque nouvelle lettre a 'unique regle de production de l'axiome S. Il vérifie
ensuite si le motif formé des deux dernieres lettres lues a été rencontré dans
ce qu’il connait déja du mot: 'ensemble H du pseudo-code 3.1 sert a stocker
I'ensemble des motifs déja rencontrés (en pratique, I'utilisation d'une table de
hachage permet d’optimiser ce stockage). Il peut se produire trois cas différents:

— Le motif apparait déja dans H et il a déja été vu plus d’une fois. Ceci
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Algorithme 3.1 : SEQUITUR (taille des motifs égale a 2)

Données : Un texte w (i.e. un long mot)
Résultat : une grammaire hors-contexte G = (X,V,P,S) telle que

début

fin

L(G) = {w}

lettre_courante «— prochaine_lettre(w);

V «—— {S}; P ={S — lettre_courante}; ¥ «— {lettre_courante};
H «— {;

tant que La lecture de w n’est pas finie faire

derniere_lettre «— lettre_courante ;

lettre_courante «— prochaine_lettre(w);

Y «— Y U {lettre_courante};
concaténer_lettre(production(S),lettre_courante);

si existe_motif(H,derniere_lettre lettre_courante) alors

si existe_une_régle(N — derniere_lettre lettre_courante, P)
alors

| P «— remplacer_motif(P,derniere_lettre lettre_courante,N);

sinon
N «— nouveau_non_terminal();
V «— VU{N};
P «— remplacer_motif( P,derniere_lettre lettre_courante,NV);
P «—— PU{N — derniere_lettre lettre_courante};
nettoyer(P)

sinon
| ajouter(H, derniere_lettre lettre_courante)

retourner (3.V,P,S)

implique qu'un non-terminal le générant existe déja dans la grammaire.
Dans ce cas, il suffit de remplacer cette derniere occurrence du motif par
le non-terminal N en question. A ce moment, un nouveau motif doit étre
récursivement vérifié : celui formé de I'antépénultieme lettre lue (ou le non-
terminal I'ayant remplacé) et de N. Pour des raisons de clarté, nous n’avons

pas surchargé le pseudo-code avec cette étape.

— Le motif existe déja dans H mais il n’a été rencontré qu’une seule fois. Il
nous faut alors créer un nouveau non-terminal le générant, et remplacer ses

occurrences, dans la regle de I'axiome, par ce non-terminal.

— (C’est la premiere fois que ce motif est rencontré, il nous suffit alors de le

stocker dans H.
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Lorsqu’une nouvelle regle est créée, il est possible qu’elle rende caduque une
regle précédemment inférée: une production précédemment inférée, bien qu’uti-
lisée plusieurs fois, peut désormais n’apparaitre que dans une seule partie droite
de régle. A ce moment, plus rien ne justifie son existence (vis-a-vis du but de
compression). Cette regle doit étre enlevée de la grammaire, ce qui est le role de
la fonction nettoyer ().

3.2.2 Exemples

Pour clarifier le fonctionnement de ’algorithme, nous détaillons une exécution
sur un exemple, ce qui nous permet aussi de donner quelques détails passés sous
silence jusqu’a présent.

Supposons que SEQUITUR recoie en entrée le mot aabaab.

Apres avoir lu les 4 premieres lettres sans avoir trouver de motif se répétant,
I'unique regle de la grammaire est S — aaba.

La lettre suivante étant a, le motif aa possede deux occurrences: le non-
terminal A est créé, ainsi que la regle A — aa. Apres remplacement, la regle
initiale devient S — AbA.

La lettre suivante est b ce qui donne la regle S — AbAb. Le motif Ab appa-
raissant deux fois, il est remplacé par un non-termimal N dont I'unique regle est
N — Ab. La regle de I'axiome devient S — NN.

Le non-terminal A n’apparaissant qu’une seule fois, la phase de nettoyage le
détruit : la grammaire finale est G = ({a,b},{S,N},{S — NN,N — aab},s). 1l
est facile de vérifier que £(G) = {aabaab}.

L’exemple suivant est disponible sur la page internet de 'algorithme SEQUI-
TUR: http://sequitur.info/example.html.

Le texte a compresser est composé de deux phrases en anglais (voir ci-dessous)
séparées par un saut de ligne. Le caractere répétitif des mots permet de com-
prendre le type de structurations obtenues sans étre obligé d’utiliser un long
texte:
pease porridge hot, pease porridge cold, pease porridge in the pot, nine days old.
some like it hot, some like it cold, some like it in the pot, nine days old.

La grammaire retournée par ’algorithme a partir de ces deux phrases est G =
({a,c,de,g,hik,l,mmn,oprsty},V.P,S) avec V. = {5 ,Ny,Ny,N3,Ny,N5,Ng,N7,
Ng,Ng,N1g,N11,N12} et P = {

S — N1NyN3NyN3N5 R NgNoN7NyN; N5

N1 — peasNgrridgNg

Ny — hot

N3 — NigNVy

Ny — cNyy
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N5 — Nyo_thNgt NignN1s Nodays_Ny; .

Ng — somNglik Ngit_

N7y — NioNg

Ng — Ngpo

Ny — e_

Nip — -

NH — old

Niy — in}

R note le retours chariot, _ un espace. Les mots anglais ou groupes de mots
apparaissant au moins deux fois ont presque tous leur propre non-terminal : Ny
dérive “pease porridge”, Ny “hot”, Ny “cold”. ..

3.2.3 Propriétés

Si I'on considere que stocker et récupérer 'information dans une table de ha-
chage se réalise en temps constant, alors I’algorithme a une complexité temporelle
linéaire dans la taille du mot. C’est ce point qui a le plus fait débat dans la com-
munauté de la compression de données [L.S02]: bien que cela soit couramment
utilisé, ce ne peut étre valable que si on connait a prior: la taille maximale de la
table. Or cette borne maximale est quadratique... Quoi qu’il en soit, il est tou-
jours possible d’utiliser un arbre équilibré, ce qui permet d’assurer une complexité
globale quadratique pour SEQUITUR. Si cette borne semble trop importante pour
faire de SEQUITUR un algorithme de compression de données universellement
reconnu, elle est acceptable en inférence grammaticale.

Nous allons maintenant expliquer pourquoi la grammaire construite par 'al-
gorithme est réversible. Pour cela nous commencgons par rappeler la définition
suivante :

Définition 3.1 (Grammaire réversible)

Une grammaire hors-contexte G = (X, V,P,A) est réversible si:
1. A—-a€PetB— a¢eP implique A =B,
2. A—aBpB e P et A— aCpB € P impliqgue B = C.

Nous obtenons immédiatement le résultat suivant :
Propriété 3.1 Les grammaires en sortie de SEQUITUR sont réversibles.

Preuve : Le premier point de la définition 3.1 est forcément assuré par les gram-
maires en sortie de Sequitur, par construction, puisqu’'une regle est créée si et seule-
ment si aucune autre régle ayant la méme partie droite existe. Quant au deuxieéme
point, il est aussi trivial que les grammaires en sortie de Sequitur le vérifient : chaque
non terminal apparait en partie gauche d'une unique regle. O
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3.3 L’algorithme RT

3.3.1 Fonctionnement

L’algorithme RT a été proposé au début des années 90 par Sakakibara [Sak92].
A partir de squelettes de mots du langage il contruit une grammaire, sous forme
normale réversible, engendrant un langage contenant tous les exemples d’appren-
tissage et, pour chaque mot, conservant la structuration décrite par le squelette.
Nous commencons par rappeler la définition de squelette d’'un mot.

Définition 3.2 (Squelette d’un mot)

Un squelette d’un mot m est un arbre ordonné dont tous les noeuds internes
portent la méme étiquette et dont les feuilles sont les lettres du mot, ordonnées
de gauche a droite.

Si le squelette d’'un mot est défini par rapport a une grammaire, il correspond
alors a ’arbre de dérivation de ce mot dans cette grammaire dont on aurait rem-
placer les étiquettes des noeuds internes par une méme étiquette. Un exemple est
détaillé dans la figure 3.1. On parlera ainsi de squelette réversible si la structura-
tion provient d’'une grammaire réversible (voire définition 3.1).

(0]
a 0 b
a 0 b
/\
a b
Fic. 3.1 — Le squelette du mot aaabbb par rapport a la grammaire

{ab},{S},{S — ab,S — aSbh},S).

Nous pouvons maintenant détailler le fonctionnement de 1’algorithme RT (voir
le pseudo-code 3.2).

La fonction creer_automate_d_arbre() retourne 'automate d’arbres recon-
naissant I’ensemble des squelettes de S et seulement cet ensemble. L’algorithme
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Algorithme 3.2 : Rr

Données : Un ensemble S de squelettes réversibles

Reésultat : une grammaire hors-contexte réversible GG

début
A «— creer_automate_d_arbre(S);
pour chaque Paire d’états (q1,q2) de A faire

si q; et go ne respectent pas les conditions de réversibilité alors

L | A «— fusionner(A4,q,q2)

GG «— genere_grammaire(A);
retourner G

fin

teste ensuite si chaque paire d’état respecte ou non les contraintes de réversibi-
lité. Nous ne détaillons pas ici la procédure permettant de passer d'un automate
d’arbres réversible a une grammaire hors-contexte. Toutefois, une conséquence de
ce processus est que pour tester la réversibilité il suffit de s’intéresser aux tran-
sitions utilisant les deux états: si deux transitions ne different que par ces deux
états, alors il faut les fusionner. Cela revient a trouver la plus petite partition des
états de 'automate initial respectant la réversibilité.

3.3.2 Propriétés

Dans [Sak92], Sakakibara montre que le temps d’exécution de I’algorithme RT
est cubique dans la taille des squelettes en entrée.

D’autre part, il propose la construction d’un échantillon caractéristique a par-
tir de l'automate d’arbres cible. La taille de cet échantillon est clairement poly-
nomial dans la taille de la représentation cible. On peut donc en conclure que RT
identifie a la limite en temps et en données polynomiaux la classe des langages
hors-contextes représentés par des grammaires réversibles.

Nous aimerions attirer I’attention du lecteur sur un point. La taille de I’échan-
tillon caractéristique est polynomial dans la taille de la grammaire cible, qui est,
dans la preuve de Sakakibara, sous forme normale réversible. Or nous savons que
la plus petite grammaire réversible représentant un langage hors-contexte peut
étre de taille exponentielle dans la taille de la plus petite grammaire hors-contexte
représentant ce langage. Nous aurons dans un tel cas un échantillon caractéris-
tique exponentiellement plus grand que la représentation du langage. Ce probleme
est lié a la définition du paradigme d’apprentissage qui stipule I'existence dune
cible sans précision supplémentaire et impose une contrainte de polynomialité
dépendant de cette cible.
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3.4 Modifications de SEQUITUR

Les auteurs de SEQUITUR ont tenté d’utiliser leur approche pour apprendre
des langages [MW97]. Malheureusement leur processus se contentait de fusionner
des non-terminaux, ce qui introduisait du non-déterminisme qu’ils ne réussirent
pas a gérer. Contrairement a ce qu’ils ont tenté de faire, nos modifications n’ont
pas pour but d’apprendre un langage en généralisant les regles d’une grammaire,
mais a structurer des données afin d’utiliser par la suite un algorithme qui met
en place un processus de généralisation.

La premiere modification que nous avons apporté a l’algorithme cherchait a
le rendre capable de gérer non pas un mot mais un ensemble d’exemples d'un
langage cible. Pour cela, nous avons dans un premier temps autorisé ’axiome a
posséder plusieurs productions, une par exemple de ’ensemble d’apprentissage.
L’algorithme ainsi modifié revient a créer une nouvelle regle a chaque nouveau
mot, puis pour chaque exemple, a utiliser la version de SEQUITUR précédemment
détaillée.

Le probleme principal qui est alors apparu est que nos grammaires ainsi
construites peuvent ne pas étre réversibles. Ainsi, dans ce nouvel algorithme,
I’axiome possede plusieurs dérivations, ce qui ne permet pas de garantir le deux-
ieme point de la définition 3.1. En effet, la preuve de la propriété 3.1 reposait
sur le fait qu’a un non-terminal correspondait une unique production. Comme ce
n’était plus vérifié, et les expérimentations I'ont confirmé, la réversibilité n’était
plus assurée.

Pour conserver des grammaires réversibles en sortie de 1’algorithme nous avons
mis en place le processus suivant. Lorsqu’un nouvel exemple est considéré, nous le
lisons lettre par lettre, comme dans la version initiale. Mais au lieu de concaténer
la nouvelle lettre, nous testons si elle est déja reconnue a cette position par la
grammaire courante. Ainsi, tant que le préfixe courant du nouveau mot w est
aussi un préfixe d’'un mot w’ déja traité, aucune création de non-terminal ou de
regle n’a lieu. A partir du moment ot la lettre courante ne peut étre générée par la
grammaire, un nouveau non-terminal N est créé. Il est inséré dans la grammaire
a la place de la lettre du préfixe de w’ qui le différencie celui de w. La premiere
des deux productions de N correspond a la fin de la dérivation de w’. Quant a
la deuxieme production de ce non-terminal, elle commence par la lettre de w qui
a conduit a la création de N. La fin de cette regle est construite a l'aide de la
version initiale de SEQUITUR.

Grace a cette construction, la réversibilité est assurée: chaque non-terminal
possédant deux productions (voir plus si plusieurs mots partagent exactement le
méme préfixe) a des regles dont le premier élément est différent, ce qui permet
d’assurer le deuxieme point de la définition d’'une grammaire réversible.
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3.5 Expérimentations

Pour des raisons que nous expliciterons dans la section suivante, nous avons
testé notre approche uniquement sur des données synthétiques, construites par
nos soins a la main. Afin d’expliquer le comportement de 1’algorithme, nous avons
choisi de détailler ici la forme des structurations quand les données d’apprentis-
sage sont des exemples du langage {a"b" : n > 0}.

3.5.1 Résultats

Plusieurs expérimentations ont été menées sans étre totalement concluantes.
Avant de donner des explications a posteriori sur les raisons de cet échec, nous
détaillons ici les différentes approches qui ont été testées.

Si I'on considere le langage cible L = {a"b" : n > 0}, la structuration réver-
sible permettant un apprentissage de ce langage par I’algorithme est, par exemple,
celle de la grammaire ({a,b},{S},{S — aSb,S — ab},S). Ainsi, le mot aaaabbbb
doit étre structuré ainsi [a[a[a]ab]b]b]b]. Notons que des structurations comme
[aa]alab]b]bb] ou [a[aa[ab]bb]b] sont aussi acceptables, dans le sens ou elles per-
mettent aussi a l'algorithme de Sakakibara d’apprendre le langage L. Par contre,
si les structurations ne suivent pas 1'une de ces formes, I’algorithme RT retourne
un langage sans lien avec la cible: dans certains cas par exemple, I'automate
d’arbres initial ne brise aucune contrainte de réversibilité et le langage retourné
est donc seulement celui des exemples.

Devant ce type de résultats, nous ne présentons pas ici une étude détaillée,
avec courbes et tableaux a I’appui, qui ne permettrait que de se rendre compte
que, dans certains cas, lerreur en généralisation est de 100%. .. C’est pourquoi
nous avons choisi de détailler le comportement de 'algorithme sur un exemple
simple, le langage {a"b" : n > 0}.

La premiere série d’expériences est la plus simple : elle consiste a utiliser 1’algo-
rithme précédemment décrit sans aucun pré-traitement des données. Dans ce cas,
aucune grammaire correcte n’a pu étre obtenue. Ainsi, si I’on cherche a apprendre
le langage L et que le premier mot de I’ensemble d’apprentissage est aaaabbbb,
I'algorithme le structure ainsi: [aa][aa][bb][bb]. Puis, si le second mot est plus
petit, par exemple aaabbd, la structuration devient [aa|[a[a]][bb][bb]. En fait, le
facteur ab, dont les lettres devraient étre ensemble pour obtenir une structura-
tion permettant I'apprentissage, est généré des le début par deux non-terminaux
distincts, ce qui nous empéche d’obtenir un type de structuration correspondant
a nos attentes.

Lors de ces tests, nous nous sommes rendu compte que l'ordre dans lequel
étaient traités les exemples avait une grande importance sur la pertinence du
résultat. Par exemple, nous avons vu précédemment que si le premier mot est
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aaaabbbb, le facteur ab central est divisé en deux. Or, comme nous le verrons dans
la suite, cela peut ne pas se produire si un autre mot du langage est présenté en
premier a l’algorithme.

C’est, pourquoi nous avons mené une seconde expérience, en ordonnant les
données d’apprentissage par taille croissante, puis par 'ordre lexicographique.
Ainsi, sur 'exemple du langage L, si le premier mot dont ’algorithme doit s’oc-
cuper est ab, sa structuration est, dans un premier temps, [ab]. Puis, si le mot
suivant est aabb, 'unique facteur apparaissant deux fois est ab, ce qui autorise
une structuration correcte. Par contre, si le deuxieme exemple est aaaabbbb, alors
la structuration sera [aa|[aa][bb][bb] puisque la redondance du facteur aa est alors
détectée avant celle du facteur ab.

Ainsi, le seul cas qui nous permet d’obtenir une structuration pertinente vis-a-
vis du langage cible, est celui ou les données sont triées par taille croissante et dont
tous les mots plus petits qu’une certaine taille sont présents dans 1’échantillon
d’apprentissage. Ce qui n’est certainement pas réaliste. D’autant plus que si le
nombre d’exemples d’apprentissage augmente, la structuration se complexifie et
I’algorithme de Sakakibara n’est plus capable d’apprendre le langage : déja, dans
'exemple ci-dessus, apres avoir lu les mots ab et aabb, les structurations sont [a[b]]
et [a[[ab]b]], ce qui n’est pas optimal.

3.5.2 Discussion

Devant des résultats comme ceux précédemment explicités, il est important de
comprendre en quoi ’approche proposée ne permet pas de structurer correctement
les exemples.

La premiere explication que nous pouvons donner repose sur le principe méme
de I'algorithme SEQUITUR. C’est un algorithme dont le but est de compresser un
texte a l'aide d’'une grammaire. Un non-terminal est utilisé pour générer un motif
quand celui-ci dépasse une certaine fréquence d’apparition (deux occurrences dans
les exemples détaillés ci-dessus). Or la fréquence d’apparition d’un motif n’est pas
une mesure permettant de savoir si ce motif est un constituant, c’est-a-dire s’il est
généré directement par un non-terminal (voir la définition 1.3). En effet, si 'on
s’intéresse a l'exemple précédent, le langage L = {a™b" : n > 0}, le constituant
principal du langage est le facteur ab. Or, dans un mot a*b* du langage, pour
k > 4, ce facteur n’apparait qu’'une seule fois alors que les facteurs de méme taille
aa et bb apparaissent k/2 fois. Ceci montre bien que la fréquence d’apparition
d’un facteur n’est pas liée a la facon dont il est généré par la grammaire, ni a son
role dans la construction des regles de cette grammaire.

Une autre raison peut expliquer I’échec de notre algorithme et la difficulté de
toute approche cherchant a structurer a priori les données pour utiliser ensuite
Ialgorithme de Sakakibara: la structuration doit étre celle de la cible. Ainsi, il
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ne suffit pas d’avoir une structure réversible, il nous faut identifier une de celles
qui correspondent au langage. En effet, pour le langage L = {a"b" : n > 0},
si plusieurs grammaires réversibles peuvent le représenter, elles ont des caracté-
ristiques communes : toutes les grammaires de la famille G = U;G;, avec pour
tout 1 > 0, G; = ({a,b},{S},P;,S) ot P, = {S — a’SV :j <i}U{S — ab},
engendrent le langage L et sont réversibles. Si les exemples sont structurés par
I'une des grammaires de G, l'algorithme de Sakakibara apprendra correctement
le langage. Mais toute autre structure échouera. En fait, structurer correctement
des exemples de mots du langage revient a apprendre une des structures correctes
du langage, ce qui est presque aussi difficile que d’apprendre le langage lui-méme
(on a déja dit que I'une des difficultés de I'inférence des langages hors-contextes
était cette dualité entre le langage et sa structure). De plus, le résultat statuant
qu’aucune classe de langages superfinie ne peut étre identifiée a la limite a partir
d’exemples positifs seulement tend a conforter 'idée qu’il n’est pas possible de
trouver la structure a partir de ce méme type d’exemples.

3.6 Conclusion

L’idée de structurer a priori les exemples d’apprentissage pour utiliser ensuite
I’algorithme RT de Sakakibara est tentante. L’algorithme de compression de don-
nées SEQUITUR possede plusieurs qualités pour étre un prétendant pour ce type
d’approches. Malheureusement, nous avons vu que cette voie est une impasse, et
notre intuition est qu’il est aussi difficile d’apprendre une grammaire représentant
un langage a partir d’exemples de mots de ce langage que de trouver la struc-
turation de ces exemples correspondant a la grammaire cible. En particulier, les
problemes de générativité et d’indivisibilité se posent de la méme facon.

Il est possible qu’a 'avenir un algorithme capable de structurer a prior: les
données soit mis en évidence. Mais nos résultats ainsi que l'expérience acquise
pendant ces travaux, ne nous rendent pas optimistes quant a l’aboutissement
d’une telle démarche. Si nous avons choisi de détailler ces recherches, pourtant glo-
balement infructueuses, dans cette these, ¢’est principalement pour rendre compte
de la difficulté d’une telle approche, et prévenir ainsi les chercheur qui seraient
aussi tentés par cette voie.
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4 Changement de
représentation

4.1 Motivation

Dans la premiere partie de ce document, nous avons explicité plusieurs fac-
teurs rendant difficile I'inférence de grammaires hors-contextes. Notre but étant
d’apprendre des langages hors-contextes, une voie possible pour contourner ces
problemes est de changer la représentation des langages. Nous avons exploré une
telle alternative en choisissant de travailler avec des systemes de réécriture de
mots. Ce formalisme a été introduit en 1910 par Axel Thue [Thul4, ST00] et ses
extensions aux termes et aux arbres ont été, et sont encore, étudiés en apprentis-
sage [Rao04, TN90, LGI0]. Lorsque nous avons commencé a étudier les systemes
de réécriture de mots (SRMs) en 2003, c¢’était, a notre connaissance, la premiere
fois que ce formalisme était utilisé pour faire de ’apprentissage.

Réécrire un mot consiste a remplacer des facteurs par d’autres, et ce autant
que possible, en suivant des lois appelées regles de réécriture. Par exemple, consi-
dérons les mots sur Ialphabet ¥ = {a,b} et la regle ab = A. Utiliser cette regle
revient a remplacer des facteurs ab par le mot vide, c’est-a-dire par effacer des
facteurs ab. Ainsi, le mot abaabbab peut se réécrire comme suit :

abaabbab F abaabb - abab = ab = A

D’autre dérivations sont possibles (on peut, par exemple, effacer en premier le
facteur ab en téte du mot), mais elles finiront toutes par réécrire abaabbab en A.
Nous étudierons dans la suite cette propriété.

Pour en revenir a 'exemple, il est assez intuitif qu’un mot se réécrira en \ si
et seulement si il appartient au langage de parentheses, c’est-a-dire au langage
de Dyck. Plus précisément, le langage de Dyck sur une paire de parentheses (a,b)
est entierement caractérisé par cette simple regle de réécriture et par le mot vide,
qui est atteint par réécriture a partir de n’importe quel autre mot du langage.
Cette propriété a été énoncée pour la premiere fois par Nivat [Niv70], ce qui a
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été le point de départ d'un grand nombre de travaux en théorie des langages au
cours des trente dernieres années.

Dans ce chapitre, nous commencerons par définir un nouveau type de SRM,
appelé systéme délimité de réécriture de mots (SDRM). Puis nous étudierons
les différentes propriétés que doivent suivre de tels systemes pour représenter
efficacement des langages formels. Nous verrons ensuite comment faire en sorte
que ces propriétés soient respectées. Nous détaillerons par la suite un algorithme
capable d’apprendre de tels systemes. Ses propriétés de convergence et la classe de
langages apprise seront ensuite étudiées. Avant de conclure, nous développerons
quelques expérimentations que nous avons menées.

4.2 Définir des langages avec des systemes de
réécriture

Comme nous 'avons explicité dans la section précédente, les systemes de ré-
écriture de mots (SRMs) sont habituellement définis par des ensembles de regles
de réécriture. Ces regles permettent de remplacer des facteurs d’'un mot par
d’autres facteurs. Néanmoins, ce mécanisme offre peu de flexibilité: une regle
que I'on aimerait utiliser au début des mots (ou a la fin) va pouvoir s’appliquer
aussi au milieu du mot et avoir ainsi des effets indésirables. C’est pourquoi nous
introduisons deux nouveaux symboles $ et £, appelés délimiteurs, qui ne font pas
partie de 'alphabet ¥ et qui marquent respectivement le début et la fin des mots.
Nous considérons donc des mots de 'ensemble $3*£. Quant aux regles de rééeri-
ture, elles sont partiellement marquées, et ainsi définies sur X* = (A+$)2*(A+£).
Leur forme contraindra par conséquent leur utilisation : soit en début de mot (les
regles commengant par un $), soit a la fin du mot (les regles finissant par £),
soit & I'intérieur du mot (les regles sans délimiteurs), soit sur un unique mot (les
régles commengant par $ et finissant par £).

Cette approche est a mi-chemin entre les systemes de réécritures de mots
usuels et les systemes de réécriture avec variables [MNOS8S8| ou le nombre de
“variables” (ici les délimiteurs) et leur utilisation ne sont pas fixés.

Définition 4.1 (Systéeme délimité de réécriture de mots)

— Une regle de réécriture R est une paire ordonnée (l,r), généralement notée
1.1 s’appelle la partie gauche, v la partie droite.

— On dit que R =1 F r est une regle de réécriture délimitée sil et r satisfont
une des quatre contraintes suivantes :

1. lr € $%*%, ou
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2. lre$X* L, ou
3. lreX*t, ou
4. lir e Xr.
Les régles de type 1 et 2 sont appelées des $-regles.

— Un systéme délimité de réécriture de mots (SDRM) est un ensemble fini de
regles de réécriture délimitées.

Par exemple, $ab - $abb, ab = X et $ab£ + $abbL sont des regles de rééeriture
délimitées, mais pas abF $ (ab € ¥* et § € $5*) ou Sabf - a$bL.

On note |R| le nombre de regles d'un SDRM R et | R|| la somme des longueurs
des régles de R: Rl = - per 7.

Etant donné un SDRM R et deux mots w; et wy dans X, on dit que w; se
réécrit en un pas en wsy, noté wy Fr wy ou simplement w; F wsq, ssi il existe une
regle (I 7) € R et deux mots u,v € X* tels que w; = ulv et wy = urv. Un mot
w est réductible §'1l existe w’ tel que w F w’; il est irréductible sinon.

La propriété suivante est immédiate :

Propriété 4.1 $3*£ est stable par réécriture: St wy € $X*£ et wy = wy alors
wy € $X*L, c’est-a-dire qu’aucun $ ou £ ne peut apparaitre, se déplacer ou
disparaitre dans un mot par réécriture.
On note 5 (ou simplement F*) la fermeture réflexive et transitive de Fz. On
dit que wy se réduit en wy ou que wy est dériwable a partir de wy ssi wy F* ws.
Le langage induit par un systeme délimité de réécriture de mots est défini de
maniere analogue au langage induit par un systeme de réécriture de mots usuel :

Définition 4.2 (Langage induit par un SDRM)
Soit R un SDRM et e € X* un mot iwrréductible dans ce systeme. Le langage

L(R,e) est l’ensemble des mots se réduisant en e grice aux régles de R : L(R,e) =
{w e ¥* | $wL F5 Sef}.

Pour décider si un mot appartient ou non a £L(R,e) il suffit de vérifier si ce mot
peut se réduire en e. Cela pose deux problemes principaux: a ’aide d’'un SDRM
quelconque, un mot peut se dériver en un grand nombre de mots irréductibles
différents, et chacune de ces dérivations peut étre de longueur exponentielle dans
la taille du mot. Avant de nous intéresser a ces problemes, ce qui sera le sujet de
la section suivante, nous développons quelques exemples.

Exemple 4.1 Soit 3 = {a,b} lalphabet des langages.

— L({ab F A} \) représente le langage de Dyck. En effet, puisque l'unique
regle efface les facteurs ab, nous obtenons l’exemple de dérivation suivant :

$aabbabf + $aabbf + $abL + $.£
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- L({ab F X\;ba = A},\) est le langage algébrique {w € ¥* : |w|, = |w|p}, car
chaque pas de dérivation efface un a et un b.

- L({aabb - ab; $abL + $L}N) = {a"b™ : n > 0}. Par exemple,
$aaaabbbb £  $aaabbbL = $aabb L - $abLt - $.L

Il est a noter que la régle Sabt = $£ est nécessaire pour obtenir \, ce qui
ne serait pas possible sans l’aide de délimiteurs.

— L({8ab - $},\) est le langage régulier (ab)*. En effet,
$ababab £ F $abab L - $abl - $.£

Nous verrons dans le théoreme 4.2 comment tous les langages réguliers
peuvent étre efficacement représentés par un SDRM.

4.3 Représenter efficacement des langages par
des SDRMs

Dans cette section, nous allons introduire deux contraintes sur les regles des
SDRMs permettant d’obtenir des systemes représentant efficacement des lan-
gages. Ces deux contraintes permettent a nos systemes de satisfaire deux pro-
priétés (usuelles) des systemes de réécriture: la propriété de terminaison (sous-
section 4.3.1) et la propriété de confluence (sous-section 4.3.2). Enfin, nous mon-
trerons que ces contraintes ne sont pas trop restrictives: la classe de langages
représentables contient I’ensemble des langages réguliers et les principaux lan-
gages hors-contextes régulierement étudiés dans la littérature.

4.3.1 La propriété de terminaison

Comme cela a déja été introduit, un mot w appartient au langage L£(R,e) ssi
w se réécrit en e en utilisant les regles de R. Toutefois cette définition est, dans le
cas général, trop peu contraignante pour étre efficace et souléve par conséquent de
multiples difficultés. La premiere est qu’il est facile d’imaginer des SDRMs dans
lesquels un mot peut se réécrire indéfiniment. Le SDRM R = {a F b;b+ a;ct cc}
est un bon exemple puisqu’il permet les dérivations suivantes :

acFbakaatbat aa...

aca b acca & acceca - acecca & accececa b ...

La terminaison des dérivations induites par un SRM est indécidable dans le cas
général, et la décidabilité de cette propriété pour des sous-classes de SRMs est
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toujours un theme de recherche (voir par exemple [MGO5]). En ce qui concerne
les SDRMs, il n’y a pas de raison pour que ce soit plus simple que dans le cas
général.

D’un autre coté, méme si toutes les dérivations d’'un SDRM sont finies, elles
peuvent étre de taille exponentielle dans la longueur du mot a réécrire, et, par
conséquent, inefficacement calculables. Par exemple, considérons le SDRM sui-
vant :

1£ + 0£, 0£ F cldf,
R=< 0c F ¢l, 1lc F 0d,
dl F 1d, dd + X\

Toutes les dérivations induites par R sont finies. En effet, si I’'on suppose que
d > 1> 0 > ¢, la partie gauche [ de chaque regle [ - r est plus grande, suivant
lordre hiérarchique, que sa partie droite r, ce qui en fait un systeme dont les
dérivations se terminent toujours [DJ90] (on parle alors de systeme noethérien).
Toutefois, si 'on cherche a réécrire $11...1.£ = $1"£ en $0" £, alors tous les

codages en base 2 des entiers positifs en%re 2" — 1 et 0 seront dérivés une fois
pendant la réduction de $1" £. La dérivation correspondante aura par conséquent
une taille exponentielle dans la taille du mot en entrée. Par exemple, pour n = 4,
nous obtenons la dérivation suivante:

$1111.L
F o $1110£
F o $11lcld£ F $110d1d£ - $1101dd £ + $1101.£
F $1100£
F o $110cld£ F $1lclldL - $10d11d £ F $101d1d.L + $1011dd £ + $1011.£
F $1010£
F* $1001.£
F $1000.£
H* $0111£. ..
= $0000.£.

Pour empeécher de telles dérivations, nous avons besoin d'une extension de
I'ordre hiérarchique <1 a ¥*. Pour ce faire, nous définissons [’ordre hiérarchique
étendu, noté <, comme suit :

Ywy,we € XF, si wy < wsy alors wy < $w; < wi £ < Swi £ < ws.

Sia<balors \<ta<1b<taa <1ab<1ba <1bb<taaa < ..., ce qui implique A < $ <
£<$L<a<%a<af <%t <b=< ... Notonsque < donne & X* la structure
d’un ensemble bien ordonné, c’est-a-dire que chaque sous-ensemble de ¥* admet
un minimum.
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La définition suivante, un peu technique, permet de définir des SDRMs dont
les dérivations sont finies et de taille polynomiale.

Définition 4.3 (SDRM hybride)

— Une regle délimitée R =1+ r est hybride si:
1. R est une $-régle et r <1, ou
2. R n'est pas $-regle et |r| < |I|.
— Un SDRM est hybride si toutes ses regles sont hybrides.

Par exemple, les regles bb = a et $bb F $aa sont hybrides, mais pas bb F aa.
Comme cette propriété est purement syntaxique, il est immédiat de la vérifier
pour une regle.

On obtient le résultat suivant :

Théoreme 4.1 Toutes les dérivations induites par un SDRM hybride R sont
finies. De plus, chaque dérivation d’un mot w demande au plus |w| x |R| pas de
réécriture.

Preuve : Soit wy - ws un pas de réécriture. Il existe une regle hybride [ - r et deux
mots u,v € L* tels que w; = ulv et wy = urv. Notons que si |r| < |I] alors r < [ et si
r < [ alors wy < w;. |l s’en suit que si on considere une dérivation ug - uy - us ...
alors ug = uy > uy > .... Comme X* est un ensemble bien ordonné par <, il n'existe
pas de chaine infinie et strictement décroissante ug = uy = us > ..., ce qui assure
que toutes les dérivations sont finies.

Il nous reste a montrer que les dérivations sont de longueur polynomiale, ce qui
se fait par induction. Soit n > 0. Supposons que pour tout w’ tel que |w'| < n, la
longueur des dérivations de w’ est au plus |w’| x |R|. Soit w un mot de taille n. Le
nombre de pas de dérivation qui préservent la taille de w est au plus |R|: toutes les
régles conservant la taille sont de la forme $/ F $r, avec |r| = |I| et I > 7. En outre,
elles ne peuvent s'appliquer qu'une fois chacune. En effet, dans le cas contraire, il
existerait une dérivation $lu + $ru F* $lv avec |u| = |v| (puisque la taille est
conservée). Comme $ru * $lv et |u| = |v|, cela implique r > [ ce qui est impossible.
Il n'y a donc que |R| pas de dérivation possibles qui conservent la taille, la regle
suivante induit forcément un mot w’ tel que |w’| < n. Par I'hypothese d'induction, la
taille d'une dérivation commengant par w est d'au plus |R| + |w'| X |R| < |w| x |R|

O

Notons qu'un SDRM dont toutes les regles seraient orientées uniquement par
I’ordre hiérarchique étendu ne donnerait pas forcément des SDRMs dont les déri-
vations sont efficaces: le systeme est alors noethérien mais les dérivations ne sont
pas forcément polynomiales dans la taille du mot.
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4.3.2 La propriété de confluence

Un SDRM hybride induit des dérivations finies et linéaires (voir théoreme4.1).
Mais la polynomialité des dérivations n’est pas suffisante pour tester efficacement
si un mot appartient au langage induit par un SDRM. En effet, dans un SDRM
hybride quelconque, un mot peut se dériver en un nombre important de mots
irréductibles. Par conséquent, répondre a la question “w € L(R,e)?” nécessite
de calculer toutes les dérivations de w et de tester ensuite si I'une d’elle conduit
a e. En d’autres termes, un tel SDRM est non déterministe et donc inefficace.
Une maniere usuelle de contourner ce probleme est d’imposer aux systemes d’étre

confluents [CR36].

Définition 4.4 (Confluence)

Un SDRM est confluent si pour tous mots wy,uq,us € >* tels que wy F* uy et
wy F* ug, il existe un mot wy tel que uy F* wq et ug H* wy (voir la figure 4.1).

w1

U1 U2

F1G. 4.1 — La confluence porte aussi le nom de “lemme du diamant”.

Dans la définition précédente, si uy et us sont des mots irréductibles alors u; =
us(= wy). Done, pour tout mot w il n’existe qu'un mot irréductible pouvant étre
obtenu a partir de w dans un SDRM confluent. Malheureusement la confluence
n’est pas décidable dans le cas général; nous I’assurons en restreignant notre étude
a des SDRM particuliers. Cette contrainte est beaucoup plus restrictive que ce
qui est nécessaire pour assurer la confluence, mais elle a I'intérét d’étre facilement
et rapidement vérifiable.

Définition 4.5 (SDRM PNC)

— Deux regles délimitées Ry = Iy & ry et Ry = ls = 1y sont presque non-
chevauchantes (PNC) si les cas suivants sont vérifiés :

1. Sily =1y alors ry = ry
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2. Sily est strictement inclus dans ly (voir figure 4.2 (a)), c¢’est-a-dire si
Ju,w € T*uv # X tels que uliv = ly alors uriv = ry

3. Sily est strictement inclus dans 1y, c’est-a-dire si Ju,v € L*uv # A
tels que ulav = 1y alors urqv = ry

4. St un suffize strict de ly est un préfive strict de ly (voir figure 4.2 (b)),
cest-a-dire si Ju,w € L*,Liu = vly,0 < |v] < |lb|, alors riu = vry

5. Si un suffixe strict de ly est un préfixe strict de ly, c¢’est-a-dire si Ju,v €
¥ lyu = vl1,0 < Jv| < |lo], alors rou = vry

6. Si aucun chevauchement ne se produit, c’est-a-dire [; = uv et l; = vw
implique v = X, pour i,j € {1,2}.

— Un SDRM est presque non chevauchant (PNC) si les régles qui le consti-
tuent sont presque non chevauchantes deux a deuz.

u [y 111

f
lg | L v l2 |
(a) (b)

T

Fi1G. 4.2 — Deux régles se chevauchent si leur partie gauche se chevauchent; la
partie (a) de la figure correspond au cas 2 (et symétriquement au cas 3); la partie
(b) illustre le cas 4 (et symétriquement le cas 5).

Moins formellement, cette propriété a le but suivant: si deux regles peuvent
s’appliquer sur le méme facteur d’'un mot, alors utiliser I'une ou 'autre dérivera le
méme mot. Cette condition est souvent utilisée dans les travaux sur la réécriture
de termes (voir par exemple [O’D77)).

Exemple 4.2

— Les régles Ry = ab = X et Ry = ba = X sont presque non chevauchantes
car aba se réduit en a avec les deux regles et que bab se réduit en b avec
chacune des regles.

— Par contre, les régles Ry = ab - a et Ry = ba F a ne sont pas PNC; en
effet, si aba se réécrit en aa avec les deux régles, ce n’est pas le cas de bab
qui se réduit en ba avec Rs et en ab avec Ry.

— La régle Rs = aa & b forme a elle seule un SDRM qui n’est pas PNC' car
aaa peut étre réécrit en ab et en ba en utilisant Rs.



4.3. Représenter efficacement des langages par des SDRMs 71

On obtient le résultat suivant :

Propriété 4.2 Soit R un SDRM presque non chevauchant et w un mot de $-* £.
Si il existe wy et wy dans $X* £ tels que wy # we, w F wy et w i wo alors il
existe z € $L*L tel que wy Fi z et we F5 z. En d’autres termes, un SDRM PNC
est confluent.

Preuve : Soit R un SDRM presque non chevauchant. Nous notons w; . ws si
wy Fg wy ou si wy = wq. Nous allons montrer que -5 est sous-commutative [Klo92] :
pour tout w,uy,ue, si w Fr u; et w Fr uy alors il existe w' tel que u; F. w' et
Uy e W',

Supposons que w Fx wu; a l'aide d'une régle Ry = [1 F r{ et que w Fx us
a l'aide d'une regle Ry = [y F r5. Si les deux pas de réécriture sont indépendants
(c'est-a-dire sans chevauchement au niveau des regles), alors il existe x,y,z tels que
w = xlhyloz, uy = xri1ylez et ug = xlyyrez. Dans ce cas uy Fr w' et uy Fr w', avec
w' = xryyroz. Siles pas de réécriture ne sont pas indépendants, alors R; chevauche
Ry (ou vice versa) et, comme le systeme est PNC, u; = us.

[l est possible, sans difficulté, de généraliser cette propriété par un raisonnement
par induction : si w F5 uy et w F} uy, alors il existe w' tel que uy FF w’ et ug H: W/,
ou -} est la fermeture transitive de .. Finalement, comme u; F v’ et us X w' on
en déduit que uy F5 w' et uy Hj w'. 0

4.3.3 Sur les SDRMs hybrides et PNCs

Dans le reste de ce chapitre, nous ne considérons que des SDRMs hybrides et
PNCs. Cela implique les propriétés suivantes :

— Pour chaque mot w, il n’existe qu’un unique mot irréductible pouvant étre
obtenu par réécriture a partir de w. Ce mot irréductible est appelé forme
normale de w et est noté w] (ou w|r quand il y a une ambiguité sur le

SDRM R).

— Comme ces systemes sont neethériens, aucune dérivation ne peut étre pro-
longée indéfiniment. De plus, quelle que soit la dérivation envisagée, chaque
pas de réécriture induit un mot inéluctablement plus proche de w].

Une conséquence importante des points qui précedent est que 'on dispose
maintenant d’un algorithme simple et rapide pour tester 'appartenance dun
mot w & un langage £(R,e) : il suffit de (i) calculer la forme normale w| de w (ce
qui se fait en temps polynomial dans la taille de R et de w) et (ii) tester si w| et
e sont syntaxiquement équivalents.

Les deux contraintes que I'on a ajoutées a nos SDRMs peuvent paraitre trop
restrictives vis-a-vis de la classe de langages représentables. Il n’en est rien: il est
facile de vérifier, par exemple, que tous les exemples de langages détaillés a la
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fin de la section 4.2 correspondent a des SDRMs hybrides et PNCs. De plus, le
résultat suivant établit que tous les langages réguliers sont représentables par des
SDRMSs hybrides et PNCs:

Théoreme 4.2 Pour chaque langage régulier L, il existe un SDRM hybride et
PNC R et un mot e irréductible dans R tels que L = L(R,e).

Preuve : On peut prouver ce théoréme en montrant qu'il existe une équivalence
entre (1) les SDRMs hybrides et PNCs ne comportant que des $-regles et (2) les
grammaires préfixes [FJ94] qui forment une classe de représentation des langages
réguliers. Une telle preuve se trouve dans [EdIHJO04].

Nous avons préféré donner ici une preuve directe, s'appuyant sur la représentation
des langages réguliers par les automates finis déterministes.

Soit A = (¥,Q,q0,F,0) I'automate canonique minimal représentant le langage
régulier L. Pour chaque état ¢ de |'automate, nous définissons le plus petit mot w,
qui permet d’'atteindre cet état a partir de |'état initial, c’est-a-dire w, € X~ tel que
d(qo,wy) = q et Yw' < wgy,6(qo,w’) # q. Soit e le plus petit mot, vis-a-vis de <,
permettant d'atteindre un état final: e = mins_pw,. Soit Ry = {Sw,x - Swy :
7.4 € Qx € 8,0(q,x) = ¢ wy # wyr} et Ry = {Sw,£ F $ef : ¢ € Fw, # e}
et R = Ry U Ry. Par induction, il facile de montrer que L(R,e) = L car Yw €
¥*,0(qo,w) = ¢ <= $w * $w,. Un exemple de cette construction est donné a la fin
de cette preuve.

Il nous reste a prouver que R est un SDRM hybride et PNC. Dans un premier
temps, montrons que R est hybride, c'est-a-dire que pour toute regle $/ = $r de R,
[ <ar. Par construction, si il existe une regle $w,x = $w, alors §(qo,w,x) = ¢'; comme
w,y est le plus petit mot atteignant I'état ¢/, on a $Swy, < Sw,x. En ce qui concerne
les regles de Ry, comme e = minjeF Wy, ses regles sont forcément hybrides.

Il nous faut prouver maintenant que R est presque non chevauchant. Considérons
deux regles Ry = Sw,z - $w, et Ry = Swyy - $Sw,y de Ry. La seule possibilité de
chevauchement est que I'une des parties gauches, disons celle de R, soit contenue
dans l'autre (celle de R;). Formellement, il existe m € ¥* tel que wyymz = w,. Il'y
a deux cas:

— Soit m = A et alors wyy = w,, ce qui implique que 6(¢’,y) = ¢. Or, par
construction de Ry, d(¢',y) = p' et alors p’ = ¢ (car I'automate est détermi-
niste), et donc w, = w,. Ce qui implique Ry = $wyy - $w, avec wyy = wy,
ce qui est en contradiction avec la définition des regles.

— Soit m # X et alors wyym = w, On en déduit que ¢ = d(qo,w,) =
d(qo,wgym) = d(¢';ym) = 0(p';m) = 6(qo,wym). D'autre part, la défini-
tion de R, implique $w, < $w,y ce qui conduit a $w,ym < $wyym = $w,.
Donc, on obtient §(gp,wym) = ¢ et $w,ym < $w,, ce qui est impossible car
w, est le plus petit mot qui atteint I'état gq.
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En ce qui concerne les régles de R, aucune ne peut chevaucher une autre regle
de R, car leur partie gauche sont délimitées des deux cotés. La seule possibilité de
chevauchement concerne donc une régle de Ry avec une regle de Ry. Or ceci est
impossible pour la méme raison que le deuxieme item ci-dessus. O

Exemple 4.3 Soit A l'automate fini déterministe minimal reconnaissant le lan-
gage L = (a + b)*a(a + b) (voir figure 4.3). A posséde quatre états {0,1,2,3}, 0
est létat initial et 2 et 3 sont les états finauz. En outre, 6(0,b) = 6(3,b) = 0,
5(0,a) = 6(3,a) = 1, 6(1,a) = 0(2,a) = 2, 6(1,b) = §(2,b) = 3. La construction
ci-dessus donne: wy = \w; = a,wy = aa et wy = ab. On a aussi e = aa, Ry =
{$0 + $;Saaa F $aa;Saab - $ab; $aba - $a; $abb - $} et Ry = {Sabf + $aat}.
1l est rapide de vérifier que R = R1 U Ry est un SDRM hybride et PNC tel que
L(R,aa) = L.

oo
—

F1G. 4.3 — L’automate fini déterministe minimal reconnaissant le langage (a +
b)*a(a + b).

4.4 LARS: fonctionnement et exemples

Nous nous intéressons maintenant a I’apprentissage des systemes délimités de
réécriture de mots. C’est 1'objet d'un algorithme, LARS (voir Ialgorithme 4.1),
qui a partir d'un échantillon d’exemples positifs et négatifs d'un langage cible,
retourne un SDRM cohérent avec les données. Une implémentation de cet algo-
rithme est disponible en ligne a I'adresse
http://eurise.univ-st-etienne.fr/~eyraud/LARS.

LARS est un algorithme glouton qui énumere les regles dans 'ordre hiérar-
chique étendu <. Les parties gauches et droites des regles sont prises dans 'en-
semble trié des facteurs des exemples positifs (nommé F' dans le pseudo-code).
Cette maniere de faire réduit drastiquement ’espace de recherche sans remettre
en question les capacités d’apprentissage de 1’algorithme (du moins dans le cadre
de 'identification & la limite en temps et données polynomiaux).

Un facteur ne peut étre utilisé en partie gauche que si aucune regle pré-
cédemment inférée ne 'a fait disparaitre de l'ensemble d’apprentissage (fonc-
tion apparait()): dans le cas contraire la régle n’aurait aucun effet direct sur
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Algorithme 4.1 : LARS (Learning Algorithm for Rewriting Systems)

Données : un échantillon d’exemples positifs et négatifs S = (S, ,5_)
Résultat : (R,e) ou R est un SDRM hybride et PNC et e un mot
irréductible

début

R+— 0l «— S ;I «—— S_;

F «— trier< {v € ¥ : Ju,w € Z*uvw € I };

pour i = 1 a |F| faire

si apparait(Fi],[,) alors

pour j =0 a ¢ — 1 faire

S «— RU{F] - Fljl};

si est_SDRM(S) et est_hybride(S) et est_PNC(S) alors
E, «— normaliser(/;,S);E_ «— normaliser(/_,S);
si E. NE_ = alors

| Re— & L «— E [ — B

e — min</,;
pour chaque w € [, faire
| siw#ealors R— RU{wkt e};

retourner (R.e);

fin

les exemples mais pourrait (1) empécher l'inférence de régles importantes (par
la contrainte PNC), et (2) étre incohérente avec le langage (méme si elle ne
I'est pas avec 1’échantillon). Ensuite, comme l'indique leur nom, les fonctions
est_- SDRM(), est_hybride() et est_.PNC() vérifient que la regle candidate forme
bien un SDRM hybride et PNC avec celles déja inférées. Enfin, la fonction nor-
maliser() calcule les formes normales de ’échantillon d’apprentissage courant :
normaliser(X,S) = {wl]s: w € X}. Une regle est définitivement acceptée si elle
ne crée pas d’incohérence: aucun mot positif ne se réécrit en un mot négatif (et
vice versa).

Avant de clarifier le fonctionnement de LARS sur un exemple, nous établissons
le résultat suivant :

Théoréme 4.3 A partir d’un échantillon d’exemples positifs et négatifs S =
(S4,S_) de taille m, LARS retourne, en un temps polynomial en m, un SDRM
hybride et PNC' R et un mot irréductible e tels que Sy C L(R,e) et S_NL(R,e) =
0.

Preuve : La polynomialité et la preuve de terminaison sont immédiates (le nombre
de facteurs dans F' est un polyndme du nombres d'exemples positifs). Les regles telles
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que S_NL(R,e) = 0 sont rejetées suite au processus de normalisation. A chaque tour
de boucle I, contient les formes normales courantes des exemples positifs et la boucle
finale “pour chaque” s’assure que S, C L(R,e). Cette derniére boucle infére bien des
regles PNCs: leurs parties gauches sont constituées de formes normales et comme
elles sont marquées par un $ et un £, aucun chevauchement ne peut se produire entre
elles et avec les précédentes.

g

Le tableau 4.1 représente 'exécution de LARS sur 'échantillon S = (S;,S5_)
avec Sy = {$b£,3abb.L $abaabbbf SababbL} et S_ = {$A£.$af.Sabt, Saal,
$baab £, $babL Saab L $abab L $aabb£}. Cet échantillon correspond au langage de
Lukasiewicz qui est décrit par la grammaire ({a,b},{S},{S — aSS;S — b},5).

Comme ce tableau n’est pas forcément facile a comprendre et, somme toute,
peu informatif sur les raisons de rejet d’une regle, nous développons ci-dessous
I’exemple d’exécution que le tableau résume.

La premiere étape consiste a construire I’ensemble trié F' des facteurs des mots
de S,.

LARS commence par chercher des regles dont la partie gauche est A. Or aucune
regle hybride ne peut étre construite a partir de ce facteur. Pour la méme raison,
les facteurs $ et £ ne donnent lieu & aucune inférence.

Le premier facteur pertinent pour étre une partie gauche de regle est le facteur
a. Comme I, = S, a ce niveau du processus, ce facteur apparait dans I,. La
seule regle hybride pouvant étre construite est a = A, mais elle est rejetée car
elle réécrit 'exemple négatif $abL en $b£L qui est un exemple positif (et qui par
conséquent appartient, apres normalisation, & F, et E_).

Le facteur candidat suivant est $a et il ne peut étre utilisé que dans la regle
$a - $, qui est rejetée car elle induit la méme incohérence que la regle précédente.

Comme les facteurs af£ et $af n’apparaissent pas dans ’échantillon d’ap-
prentissage, le facteur suivant est 0. La premiere regle candidate est b = A, qui
est rejetée car elle rééerit 'exemple positif $6£ en $£, qui est un des exemples
négatifs. La seconde regle est b = a qui est une non-$-regle ne réduisant pas la
taille, et ne satisfaisant donc pas la contrainte d’hybridité.

Les facteurs $b,0.£,$b£ apparaissent dans I, mais les regles les utilisant en
partie gauche induisent des incohérences avec les données (I’exemple décrit pour
la regle b = A peut étre réutilisé ici).

Ensuite, LARS s’occupe des regles dont la partie gauche est aa. La regle aa - A
réduit 'exemple négatif $aabf en $bL qui est positif. De la méme maniere, la
régle aa b a (resp. aa b b) rééerit $aabbf en $abbL (resp. $aat en $b.L) et est
donc rejetées.

Le facteur suivant de F' qui apparait dans I, est ab. La regle ab = A n’est pas
acceptée car elle réécerit, par exemple, le négatif $babL dans le mot du langage
$b.£. Pour une raison similaire, la reégle ab - a (qui réécrit a la fois 'exemple positif
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F[i] | apparait regle hybride | E; N E_ I, I
courante | et PNC =0
a oui at A ouil non
$a oui $at-$ oul non
b o bE A oul non
bk a oui non
sh oui $b+-$ oui non
$b - $a oui non
) bt + £ oul non
bt out bLFaf oul non
. $bLES$SL oul non
$bs o $bL + $af oui non g g
aa =\ oui non + -
aa ouil aa - a oul non
aa b non -
$aa - $ oui non
$aa ouli $aa F $a oul non
$aa - $b oui non
abt X\ oul non
b o abta oul non
abtb oul non
ab F aa non -
$ab oui $ab - $ oui oui {$v£, | {$£.8af,
ba non - - - $aabbb£L} |  Saal,
bb = A oui non $baab L,
bb+a non - $bab £,
bb o bbb oul non $aabt,
bb - aa non - $aabb L}
bb + ab non -
bb F ba non -
. aab = \ oui non
aab ot aab F a oui oui {$0£} | {$£.3aL,
$aat,
$ba .t}

TAB. 4.1 — Exemple d’exécution de LARS. La 1" colonne contient les facteurs
des exemples, classés verticalement dans [’ordre dans lequel LLARS les utilise. La
3ieme contient la régle en cours d’évaluation; Les 2 régles inférées sont en gras.
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$abb£ et I'exemple négatif $ab£L en $a.f) et la regle ab - b ($abL appartient a I
et $b.£ & I,) sont rejetées par I'algorithme. ab - aa n’est pas une regle hybride.

Le candidat suivant est le facteur $ab. La regle $ab = $\ est acceptée car elle
vérifie toutes les conditions. Apres normalisation, on obtient I, = {$b.£,3aabbb.L}
et I_ = {3A\L,$a L Saa L $baab.L $babL $aabL SaabbL}. La régle est donc ajoutée
a R qui devient {$ab F $A}.

Toutes les autres régles possibles avec $ab en partie gauche sont rejetées car
elles ne peuvent former un SDRM PNC avec R : leur partie gauche est égale a la
regle de R mais pas leur partie droite.

Le facteur suivant dans F' est ba mais il n’apparait plus dans I, suite a la
normalisation.

Le facteur bb apparait toujours dans I, mais aucune regle PNC ne peut étre
inférée avec ce facteur en partie gauche. En effet, supposons que nous sommes en
train d’étudier une regle bb - r, pour un r quelconque. Le facteur $abb se réécrit
alors en $ar et en $b avec la regle précédemment inférée. Il n’est en aucun cas
possible que ces deux mots soient égaux (comme le voudrait la contrainte PNC).

Le facteur suivant est aab et il apparait toujours dans I,. La régle aab = \ est
rejetée car elle n’est pas cohérente, alors que la regle aab - a est acceptée et par
conséquent ajoutée a R. Le processus de normalisation aboutit a I, = {$b.L} et
I = {$\£,$aL Saat $bat}.

Comme il ne reste plus qu'un mot dans I, LARS n’inférera plus aucune autre
régle. Il rend donc le systeme ({$ab - $X,aab b= a},$b.L). Méme si cela n’est pas
forcément trivial, on peut montrer que ce systeme induit bien le langage cible.

4.5 Apprendre des SDRMs hybrides et PNCs

Dans cette section nous étudions les capacités d’apprentissage de LARS. Nous
démontrons dans un premier temps un résultat d’identification pour une classe
particuliere de SDRMs hybrides et PNCs: les SDRMs clos. Dans un deuxieme
temps, nous montrons que ’algorithme est capable de rendre des SDRMs corrects
pour des langages n’admettant pas de SDRM clos. Nous discutons ensuite la
position de la classe de langages apprenables dans la hiérarchie de Chomsky.

4.5.1 Un résultat d’identification

LARS est un algorithme glouton qui infére incrémentalement un SDRM. Tou-
tefois, il ne considere pas toutes les regles hybrides: il ne s’occupe que de celles
dont les parties gauches (et droites) sont des facteurs des mots de 1’échantillon
d’apprentissage. On dira de telles regles qu’elles sont applicables au langage. De
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plus, une regle n’est acceptée que si elle ne réduit aucun exemple positif en un
exemple négatif (et vice versa). De telles regles sont dites cohérentes.

Définition 4.6 (Reégle applicable et cohérente)
Soit L C ¥* un langage et R = | = r une régle de réécriture délimitée. On dit
que :

~ R est applicable o L s’il existe w € SLL et uw € 2% tel que w = ulv;

~ R est cohérente par rapport a L si Vu,v € 3%, (ulv € $LL < urv € $L.L).

Par exemple, si L = {a"b™ | n > 0}, bba = ba n’est pas applicable (aucun
facteur d'un mot de L ne contient un b suivi d’'un a). Cette régle est pourtant
cohérente (elle ne réécrit que des mots négatifs en d’autres mots négatifs), mais
il n’est pas pertinent de 1'utiliser puisqu’elle ne donne aucune information sur le
langage. D’autre part, ab - a n’est pas cohérente par rapport a L car elle réduit,
par exemple, le mot $aabbL € $L.L en aab ¢ $L.L. En fait une regle est cohérente
par rapport a L si $L£ et $3*£\ $L.L sont stables par réécriture avec cette regle.

Toutes les regles hybrides pouvant étre utilisées pour représenter un langage
L sont nécessairement cohérentes (et applicables car les regles non applicables
réécrivents des mots ne faisant pas partie du langage). Mais, dans le cas général,
I’ensemble de ces regles ne constitue pas un SDRM PNC: LARS ne les inférera
pas toutes (et, par conséquent, peut ne pas réussir a apprendre le langage). C’est
pourquoi nous introduisons la définition suivante :

Définition 4.7 (SDRM clos)
Soit L = L(R,e) un langage et Ryq. la plus grande régle de R*. R est clos si:
~ R est un SDRM hybride et PNC, et
— Pour toute regle R, si:
1. R< R4 et
2. R est applicable a L et
3. R est cohérente par rapport a L,
alors R appartient a R.
Un langage est clos s’il peut étre représenté par un SDRM clos.

Cette propriété est probablement indécidable car tester si une regle est co-
hérente ne semble pas I'étre. Néanmoins, elle nous permet d’obtenir le résultat
suivant :

Théoréme 4.4 Etant donné un langage L = L(T ,e) tel que T soit un SDRM
clos, il eziste un ensemble caractéristique C'S = (CS,CS_) tel que, a partir de
S = (54,5°), avec CS. C Sy et CS_ C S_, lalgorithme LARS retourne un
SDRM hybride et PNC R et un mot irréductible e tel que L(R,e) = L(T ,e).

1 < est étendu aux paires de mots: (uy,uz) =< (v1,02) si ug < v1 ou (ug = vy et ug < vy)
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Il est a noter que I’échantillon caractéristique peut ne pas étre polynomial
comme requis dans [dIHI97].

Pour prouver ce théoreme, nous commencons par définir un échantillon carac-
téristique pour un langage clos:

Définition 4.8 (Echantillon caractéristique pour LARS)
Soit L = L(T ,e) le langage cible. T est un SDRM clos et R,q, est sa plus grande
regle par rapport a <. On définit l’ensemble caractéristique C'S = (CS,,CS_)
ainsi :
1. $e£ € CS,.
2. Pour chaque regle R =1 F r € T, il existe deux mots ulv,u'rv’ € SLENCS,
pour des u,v,u’ v € X*.
3. Pour chaque régle hybride R =1+ r telle que R < R0, et R ¢ T (R n'est
donc pas cohérente puisque T est clos), il existe u,v € 3* tels que:

—ulve $X*L\SLLYNCS_ et urv € SLENCS,, ou
—urv € (X L\SLL)YNCS_ et ulv € SLENCS,.

4. Pour chaque sous-systéme R de T (i.e. R C T ) et pour chaque régle R =
I Fr tels que L(R,e) # L(T,e) et LRU{R},e) = L(T ,e), il existe w €
$LL\ SL(R,e)L tel que w = ulv (car R est applicable), w est en forme
normale par rapport a R et w € CS, .

Avant de donner la preuve du théoreme 4.4, nous aimerions discuter infor-
mellement de la définition 4.8. Les deux premiers points permettent de s’assurer
que les données d’apprentissage contiennent tous les éléments nécessaires a 1’'infé-
rence : le plus petit mot du langage, ainsi que toutes les parties gauches et droites
des regles de la cible apparaissent dans ’ensemble des exemples positifs. Comme
I’algorithme ne s’occupe que des regles qu’il peut former a partir de facteurs
d’exemples positifs, ces conditions sont nécessaires a l'identification. Elles cor-
respondent a celles requises dans la grande majorité des algorithmes d’inférence
grammaticale, quand le cadre d’apprentissage est 'identification & la limite (voir
par exemple [OG92]).

Le troisieme point concerne les regles hybrides qui ne sont pas cohérentes par
rapport au langage. Pour rejeter une telle regle [ = r, il est nécessaire d’avoir
deux mots ulv et urv dans 'ensemble d’apprentissage, l'un positif, l'autre né-
gatif. Méme si la cohérence est une relation d’équivalence, il est suffisant, pour
rejeter une telle regle, de posséder dans 1’échantillon un exemple positif qui se
réécrit en un négatif, ou un négatif qui se réécrit en un positif. Le probleme du
premier cas est qu’il peut avoir comme conséquence une augmentation inutile
de la taille de I'ensemble F. Mais il n’est pas toujours possible de trouver un
exemple négatif se réécrivant en un positif. Comme de toute facon au moins un
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des deux cas se produit (la régle n’est pas cohérente), cela nous permet d’assurer
que I’échantillon caractéristique contient I'information permettant de rejeter les
regles non cohérentes.

Le dernier point est plus technique: son but est d’empécher que des facteurs
importants disparaissent : si une regle est telle que sans elle il n’est pas possible
d’induire le langage cible, il faut que son facteur gauche apparaisse encore dans
I au moment ou LARS va s’en occuper.

Il est important de noter que la définition précédente (ainsi que la preuve sui-
vante) montre I'existence d’un échantillon caractéristique et non sa construction :
le dernier point requiert la comparaison entre les langages engendrés par deux
systemes de réécriture ce qui est, a notre connaissance, non décidable. Toutefois,
ceci n’est pas un probleme d’un point de vue théorique. En effet, il a été montré
dans [dIH97] que l'identification a la limite en temps et données polynomiaux
(voir la définition 1.10) est équivalente a la “semi-poly enseignabilité”, comme dé-
fini par Goldman et Mathias [GM96]. Cette derniere notion nécessite I'existence
d’un échantillon caractéristique, mais pas sa constructibilité.

Preuve : Soit L = L(7 ,e) le langage cible. 7 est un SDRM clos et R,,,, est sa

plus grande regle par rapport a <. Soit C'S = (C'S;,C'S_) I'ensemble caractéristique
de 7.

Il nous faut prouver qu'a partir d'un échantillon d'apprentissage S = (S,,5_)
tel que S, D CS, et S_ O CS_, Lars retourne un systeme équivalent a 7. Par
construction de |'ensemble caractéristique, F' contient toutes les parties gauches et
parties droites des regles de la cible (Cas 2 de la définition 4.8). Nous supposons
maintenant que Lars a été exécuté pendant un certain temps. Soit R le SDRM
hybride et PNC courant. Comme 7 est clos, R C 7.

Soit R = [ I r la prochaine régle a étre testée (c'est-a-dire | apparait toujours
dans I.). Nous supposons que R U {R} est un SDRM hybride et PNC. Dans le cas
contraire, |'algorithme rejette la regle, ce qui n'est pas un probleme puisque alors
T U{R} n'est pas PNC et donc R ¢ T (car T est clos). Deux cas peuvent se
produire :

1. Si R est incohérente, il existe m € ($X* \ $LL) N S_ et m’ € SLL NS4
tels que m zy m’ (Cas 3 de la définition 4.8). Par construction de I et I_,
il existe u =m € I_etu =m'|€ [,. Comme R U{R} est PNC, il est
aussi confluent ce qui implique qu'il existe un mot z tel que u Fryury 2 et
u' Frugry 2. Donc z € B N E_ et la regle est rejetée.

2. Si R est cohérente alors considérons le systtme S =RU{T €T | R<T}. S
est le systeme formé des regles inférées jusqu'a présent par Lars et des regles de
la cible qui sont plus grandes que la régle courante (donc les regles applicables
et cohérentes qui n'ont pas encore été traitées par |'algorithme). Deux sous-cas
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peuvent se produire :

(a) L(S,e) = L et alors R n'est pas nécessaire pour induire L. Lars infere
cette regle car il n'y a aucun moyen de faire autrement (mais il aurait pu
ne pas la garder et ¢a n'aurait eu aucune conséquence).

(b) L(S,e) # L et alors L(SU{R},e) = L. Par le Cas 4 de la définition 4.8,
il existe un mot w € L\ L(S,e) dans S, en forme normale par rapport
aS. Comme R C S, il est clair que w € I,.. Comme w se réécrit avec la
regle R, R sera bien détectée et inférée par Lars.

A la fin de I'exécution de Lars, le SDRM retourné contient toutes les régles de 7 3
I'exception de celles dont la partie gauche n'apparaissait plus dans /. au moment ou
Lars les a considérées. Néanmoins, ces regles n'étaient pas nécessaires pour identifier
L car sinon le Cas 4 de la définition de I'ensemble caractéristique aurait permis leur
inférence. Pour finir, notons que e est I'unique élément de I, a la fin de I'exécution

et que L(R.,e) = L. 0

4.5.2 Sur la classe apprise et sa position dans la hiérarchie
de Chomsky

Dans ce qui suit, nous précisons la position de la classe de langages apprenable
par LARS dans la hiérarchie de Chomsky. La difficulté principale est que cette
hiérarchie (ainsi que les sous classes étudiées dans la littérature) est définie par
des contraintes syntaxiques sur les regles de production d’'une grammaire. Or le
lien entre grammaires et systemes de réécriture de mots est difficile a établir. C’est
méme le probléeme principal qui se pose lorsque I'on change la représentation des
langages: il est difficile de comparer les résultats ainsi obtenus avec ceux déja
mis a jour. Toutefois, a I'aide de contre-exemples, il est possible de déterminer
les contours de la classe de langages apprise.

Les résultats de cette section sont résumés par la figure 4.4.

Nous avons obtenu un résultat d’identification pour la classe des langages clos.
Nous verrons que LARS est aussi capable d’apprendre des langages qui ne sont
pas clos.

Bien que savoir si un langage peut étre induit par un SDRM clos soit indé-
cidable, il n’est pas toujours difficile de le vérifier a la main sur des exemples.
Ainsi, il est facile de montrer que ({ab = A\ba F A},A), qui induit le langage
{w € {a,b}* : |w|, = |w|p}, est un SDRM clos. En fait, la plupart des langages
hors-contextes étudiés dans la littérature admettent un SDRM clos, comme nous
le verrons dans la section suivante. Cette propriété ne semble donc pas trop res-
trictive.

D’autre part, certains langages non-clos sont inférables par LARS : par exem-
ple, le langage régulier Ly = b*(ab)Ta* est induit par le SDRM hybride et PNC



82 4. CHANGEMENT DE REPRESENTATION
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Fi1G. 4.4 — LARS et la hiérarchie de Chomsky. LARS dénote la classe de langages

apprenable par l'algorithme LARS et SDRM PNC' la classe de langages représen-
tables a l'aide de SDRMs hybrides et PNCs.

(R,ab) avec R = {$b F $,af b £,abab b ab}. R = aaf F £ est cohérente
et applicable a Ly et R < (abab - ab), mais R U {R} n’est pas PNC. R n’est
donc pas clos, pourtant LARS est capable de I'inférer! Pour mieux comprendre
ce qui se passe, il faut noter que tous les SDRMs représentant Ly ont besoin d’au
moins une regle traitant les facteurs ab (donc d’une regle dont la partie gauche
est au moins aussi grande que ab). Par conséquent les deux regles R et af + £
seront toujours plus petites que R,,... Or ces deux regles, bien que cohérentes et
applicables, ne sont pas PNCs. Ce qui implique que Ly n’est pas un langage clos,
méme si LARS est capable de 'apprendre. En fait, R est inutile pour représenter
le langage : elle efface les paires de a a la fin des mots, alors que af - £ efface
déja tous les suffixes composés uniquement de a. Cet exemple montre que les
langages clos sont strictement contenus dans la classe des langages apprenables
par LARS.

Ensuite, s’il est pertinent de penser que les langages apprenables par LARS
sont tous hors-contextes (les structures purement sensibles aux contextes ne
semblent pas étre représentables par des SDRMs [MNOSS|), les langages régu-
liers ne sont malheureusement pas tous apprenables par I'algorithme (et ce méme
si ces langages sont représentables par des SDRM hybrides et PNCs, comme le
prouve le théoreme 4.2). Par exemple, considérons le langage L, = {w € {a,b}* |
|w|, mod 3 = |w|, mod 3} (voir figure 4.5). L; est induit par e = X et, par
exemple, I'un des SDRMs hybrides suivants :

R1 = {aakbjabk AjbatF A\;bbF a}
Ro = {Saalt $b;3abt $;$ba - $; 300 - $a}

Ry est PNC alors que R est confluent mais pas PNC: la regle aa - b n’est pas
PNC avec elle-méme. Cette regle étant la plus petite cohérente et applicable a
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Ly, ce langage ne peut étre clos. Sur un ensemble d’apprentissage suffisamment
grand pour rejeter toutes les regles non cohérentes, I'algorithme commence par
inférer le systeme suivant :

R = {Saa b $b; $ab = $;ba - A}.

R est un SDRM hybride et PNC, mais il n’engendre pas L, en particulier parce
que beaucoup de facteurs bb apparaissent toujours dans 1’échantillon courant. Or
aucune regle ne peut réduire ces facteurs et étre PNC avec les trois premieres
regles. Ce qui implique qu’aucun sur-systeme de R ne peut induire L;. Comme le
SDRM R sera toujours inféré par LARS si les données sont en nombre suffisant
pour rejeter les regles incohérentes, L est un langage régulier qui ne peut pas étre
appris par LARS.

Fic. 4.5 — L’automate fini déterministe minimal reconnaissant Ly = {w €
{a,b}* : |w|, mod 3 = |wl|, mod 3}.

4.6 Reésultats expérimentaux

Nous avons donné dans la section précédente les contours de la classe de lan-
gages apprenable par 'algorithme LARS, en montrant qu’elle tenait une place
orthogonale dans la hiérarchie de Chomsky. Méme si nous n’avons pas pu le dé-
montrer formellement, notre intuition est que cette classe n’est pas comparable
avec celles déja étudiées, comme les grammaires algébriques linéaires ou détermi-
nistes. Devant cette difficulté d’appréhension des capacités d’apprenant de LARS
il nous a semblé utile de détailler ici quelques expériences menées, dans le but
avoué de montrer que la classe est suffisamment large pour étre intéressante.

Conscients que les expérimentations développées concernent des langages jou-
ets, loin d’une éventuelle application concrete, nous commencons dans un premier
temps par définir le role des expérimentations en inférence grammaticale. Puis,
dans un deuxieme temps, nous donnerons des exemples de langages que LARS est
capable d’apprendre, en détaillant les SDRMs qu’il retourne et en donnant des
indications sur I’ensemble d’apprentissage.
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4.6.1 Expérimentations en inférence grammaticale

Les expérimentations en inférence grammaticale peuvent étre divisées en trois
grandes familles :

— Les compétitions a grande échelle sur des jeux de données largement distri-

bués;

— L’apprentissage sur des données du monde réel;

— L’identification de langages sur des données synthétiques correspondant a

des exemples “jouets”.

Le premier point correspond a des compétitions comme ABBADINGO [LPP9S§]
ou OMPHALOS [SCvZ04]. Dans de tels cas, 1’échantillon d’apprentissage, mais
aussi la taille de 'alphabet ou des grammaires, correspondent aux limites de
I’état de I’art. Dans le cas de ABBADINGO, un tiers des problemes n’ont toujours
pas été résolus, sept ans apres leur introduction ! Pour prétendre résoudre de tels
challenges, il est nécessaire de mettre en place des heuristiques puissantes, bien
souvent liées a la maniere dont les données ont été générées (voir par exemple
I'article [Cla06a] sur comment a été gagné la compétition OMPHALOS). Cette
approche oblige les chercheurs a pousser leurs algorithmes au maximum de leurs
possibilités afin d’obtenir des taux de classification optimaux. Ce faisant, de nom-
breuses problématiques primordiales sont abandonnées : la correction et la conver-
gence des algorithmes ne sont pas étudiées; le résultat final est bien souvent une
“machine a gaz” completement inintelligible, y compris pour ses géniteurs qui bien
souvent ne peuvent pas expliquer pourquoi leur approche marche; etc.

En ce qui concerne le second point, la situation n’a pas évolué depuis les
années soixante-dix: s’il n’existe pas de langage cible a apprendre et/ou si les
données contiennent des erreurs (ce que 'on appelle du bruit), le probleme n’est
pour l'instant pas résolu par des méthodes d’inférence grammaticale déterministe.
Une approche stochastique est mieux adaptée a ce type de problemes, mais de
nombreuses nouvelles difficultés se posent quand le but est d’apprendre une dis-
tribution au lieu d’un langage (par exemple, en plus de la structuration et du
contenu du langage, il faut aussi apprendre une loi de probabilité sur les mots de
ce langage).

Enfin, lorsqu’une nouvelle idée algorithmique est présentée, il est raisonnable
de montrer sa pertinence par des expérimentations. Dans le cas de l'identifica-
tion a la limite a I'aide d’un échantillon caractéristique, le résultat repose sur la
présence de certaines informations dans les données. C’est pourquoi la plupart
des nouveaux algorithmes sont présentés accompagnés d’expériences sur des pe-
tits langages, a I'aide de jeux de données facilement intelligibles: le but est de
montrer que les contraintes sur 1’échantillon d’apprentissage ne sont pas dérai-
sonnables. Dans ce cas, les expériences n’ont donc pas le méme objectif: elles
permettent d’appréhender ce qui se passe et non pas de montrer que ’algorithme
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a de bonnes performances sur des ensembles de données générés aléatoirement.

C’est dans ce dernier cas que nous avons choisi de tester LARS. Nous avons par
conséquent fait des expériences sur des exemples jouets mais qui sont considérés
comme difficilement apprenables par plusieurs auteurs (voir par exemple [SK99]
et [NMO5]).

Nous avons quand méme testé notre algorithme sur les jeux de données de
la compétition d’apprentissage de langages hors-contextes OMPHALOS et les ré-
sultats ont été décevants. Nous voyons deux explications principales a cela: la
premiere est que LARS est un algorithme glouton qui requiert certaines carac-
téristiques a I’échantillon d’apprentissage; la seconde est qu’il n’est pas sur du
tout que les langages de cette compétition admettent un SDRM hybride et PNC.
Concernant le premier point, I’attitude globale de I'algorithme permet de prouver
sa pertinence : sa décision de garder une regle repose sur le fait qu’il n’y a pas de
raison de la rejeter. Un point de vue pragmatique, mieux approprié¢ a ce genre
de problemes, serait d’inférer une regle car cela semble étre une idée pertinente.
Pour faire un parallele avec les langages réguliers, I’algorithme EDSM ayant gagné
la compétition ABBADINGO se base sur l'algorithme RPNI pour lequel un résul-
tat d’identification a été prouvé. Mais ce deuxieme algorithme repose sur une
approche identique a celle de LARS en ce qui concerne son processus de générali-
sation, ce qui n’en faisait pas un bon candidat pour la compétition. EDSM a repris
les principes de RPNI en introduisant une heuristique permettant de choisir en
priorité la généralisation la plus pertinente a chaque étape: au lieu de se fixer un
ordre sur ces généralisations et de les accepter au fur et a mesure si rien ne les
contredisait, EDSM effectue en parallele toutes les généralisations possibles, puis
affecte a chacune un score, permettant ainsi de ne garder que celle qui semble
la plus appropriée. Pour en revenir a LARS, cela reviendrait a affecter un score
a toutes les regles qu’il est possible d’inférer, de sélectionner la premiere cohé-
rente, puis de recommencer le processus jusqu’a obtenir un systeme permettant
d’induire I’ensemble des exemples positifs. Il serait intéressant de développer une
telle approche, bien souvent appelée “méthode dirigée par les données”, méme si
le type et la portée des résultats ainsi obtenus seraient radicalement différents.

Pour fixer les idées, nous développons, a titre d’exemple, le comportement de
LARS sur le premier probleme de la compétition OMPHALOS (composé de 266
exemples positifs et de 535 exemples négatifs). L’alphabet est ¥ = {a,b,c,d,e, f}.
L’algorithme commence par inférer les régles triviales suivantes : Reyrrent = {30 F
$,c = ANf F ANbe F edb - ddde F edbbde = bde}. La deuxiéme et la troi-
sieme regles effacent completement deux lettres de 'alphabet. Les autres ré-
duisent, entre autre, considérablement le nombre d’occurrences de la lettre b.
Nous ne connaissons pas le langage cible, mais il ne semble pas pertinent de di-
viser par deux la taille de 'alphabet pour apprendre un langage. Mais comme
aucun exemple négatif ne permet de rejeter ces regles probablement incohérentes
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par rapport au langage, 1'algorithme les accepte. Une des conséquences est que
I’ensemble courant d’apprentissage I, contient 215 exemples positifs trop proches
des exemples négatifs. Ainsi, aucune autre regle intéressante ne peut étre inférée :
l’algorithme ajoute 214 regles de la forme $w.£ F $ef£, réécrivant chaque exemple
positif restant w dans le plus petit e.

4.6.2 Comportement de LARS sur des petits langages

Dans cette section, nous présentons des langages spécifiques pour lesquels des
SDRMs existent et sur lesquels LARS a été testé. Dans chaque cas nous décrivons
la tache et la taille de ’échantillon d’apprentissage sur lequel 'algorithme a été
utilisé. Aucun temps d’exécution n’est donné puisqu’il n’excede jamais la seconde :
les échantillons et les systemes sont tous tres petits.

Le langage de Dyck.

Le langage de parentheses est un classique de la théorie des langages. Il peut
étre représenté par le systeme ({ab = A}A) ou par la grammaire algébrique
({a,b},{S},P,S) ou P = {S — aSbS;S — \. Ce langage est appris dans [SK99]
a partir de 'ensemble des exemples positifs de taille inférieure a 10 et de tous les
exemples négatifs de taille inférieure a 20. Dans [NM05], les auteurs parviennent a
I’apprendre a partir de I’ensemble des exemples et contre-exemples d’une certaines
taille, typiquement de cing a sept. L’algorithme LARS infere le systeme correct
mais & partir d’un échantillon d’apprentissage bien plus petit (environ une ving-
taine d’éléments). D’autre part, [PPK"04] ont testé, sans succes, leur systéme
E-GRIDS sur ce langage, mais avec des exemples positifs seulement. Notre algo-
rithme a aussi été capable d’apprendre ce langage avec un nombre de paires de
parentheses plus important, a ’aide d’échantillons de taille raisonnable.

Le langage {a"b" : n € N}.

Le langage {a™b™ : n € N} est souvent utilisé comme exemple de langage hors-
contexte non régulier. Le SDRM correspondant est ({aabb b ab; $ab£ = SAL} ).
Des variantes de ce langage sont, par exemple, {a"b"c¢™ : m,n € N}, étudiées
dans [SK99], ou {a™b" : 1 < m < n} [NMO05]. Dans tous les cas, LARS a appris
un systeme correct a partir d'un échantillon de moins de 20 exemples, ce qui est
beaucoup moins que ce que nécessitent les autres méthodes.

Les langages réguliers.

Nous avons testé notre algorithme sur les jeux de données disponibles pour les
langages réguliers. Ceux de la compétition ABBADINGO sont trop difficiles pour
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LARS (les raisons sont les mémes que celles développées a la fin de la section 4.6.1).
Par contre, les résultats ont été meilleurs quand nous nous sommes intéressés a
des taches d’inférence plus anciennes [Dup94]. Ces jeux de données correspondent
a de plus petits automates, c’est-a-dire a des systemes de réécriture contenant une
a six regles. Sur la plupart des échantillons, ’algorithme a retourné un systeme
correct, mais quand ce ne fut pas le cas, le langage inféré avait peu a voir avec la
cible.

D’autres langages et propriétés

Le langage {a’b? : p > 0, ¢ > 0, p # q} n'est pas apprenable avec les
principaux algorithmes de I'état de l'art. Pourtant, LARS retourne le systeme
correct ({$0£ F Sat;aaf + af;$bb - $b;aabLl + af;$abb = $b;aabb F ab},a)
a partir d'un échantillon d’apprentissage de moins de 20 éléments. Il est a noter
que ce langage n’est pas représentable par un SRM sans délimiteur.

Les langages {w € {a,b}* : |w|, = |w|p} et {w € {a,b}* : 2|w|, = |w|p} sont
utilisés dans [NMO5]. Dans les deux cas, notre algorithme est capable d’inférer
un SDRM les représentant a ’aide de moins de trente exemples.

Le langage de Lukasiewicz est généré par la grammaire ({a,b},{S},P,S) ou
P ={S — aSS;S — b}. Il correspond a 'ensemble des mots contenant un b de
plus que de a mais dont tous les préfixes stricts contiennent au moins autant de
a que de b. Nous nous attendions a inférer le systeme ({abb - b},b), traduction
directe des regles de la grammaire, mais 'algorithme retourne ({$ab - $X; aab -
a},b), qui est correct (et méme clos).

Le langage {a™b™c"d" : m,n > 0} n’est pas linéaire (tout comme les langages
de Dyck et de Lukasiewicz), et est reconnu par le systeme ({aabb b ab;ccdd +-
cd,$abcd £ + $£.8abf F $£8cdf + $£}N) que LARS apprend a partir d’un
échantillon de taille inférieure a 20.

Par contre, le langage des palindromes ({w : w = w!}) ne peut étre représenté
par un SDRM, & moins d’utiliser un caractere spécial pour marquer le milieu des
mots (dans ce cas, une dizaine de données d’apprentissage suffisent a LARS pour
I'apprendre).

Enfin, le systeme ({ab® F b},b), correspondant au langage de Lukasiewicz
étendu, nécessite un échantillon d’apprentissage de taille exponentielle.

4.7 Conclusion et perspectives
Dans ce travail, nous nous sommes attaqué a l'apprentissage de langages a

I’aide de systemes de réécriture. Nous avons défini les systemes délimités de ré-
écriture de mots hybrides et presque non-chevauchants et montré qu’ils consti-
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tuaient une classe intéressante de représentations de langages. Puis nous avons
proposé un algorithme glouton permettant un résultat d’identification sur une
sous-classe de ces systemes. Ce résultat est incomplet puisque la polynomialité
de ’ensemble caractéristique n’est pas assurée. Toutefois, nous avons déja eu 1'oc-
casion de mettre en doute la pertinence de cette contrainte (voir dans le chapitre
2 les sections “expansivité” et “linéarité”). Enfin, nous avons étudié la place de la
classe apprise dans la hiérarchie de Chomsky et montré sur des exemples que le
nombre de données nécessaires a I’apprentissage était inférieur a celui des autres
algorithmes capables de les apprendre.

La simplicité relative de notre approche, si elle permet d’obtenir des résultats
positifs, possede ses limites: nous n’avons pu apprendre, par exemple, aucun des
difficiles problemes de la compétition OMPHALOS. Il est certainement possible
d’améliorer les performances de notre algorithme sur ce type de problemes en
essayant de réduire 'espace de ses hypotheses, en se restreignant, par exemple,
aux systemes de réécriture monadiques [BO93] ou basiques [Sén98]. Il est aussi
possible d’utiliser d’autres types de systemes de réécriture, comme par exemple
les langages CR [MNOSS|.

La principale difficulté rencontrée, tant pour les expérimentations que pour le
théoreme d’identification, est liée a la propriété PNC. D’un point de vue empi-
rique, I'inférence d’une mauvaise regle peut, a cause de cette contrainte, empécher
la découverte d’une regle nécessaire pour représenter le langage. D’autre part, la
restriction a la classe des SDRMs clos pour le résultat d’apprentissage est aussi
une conséquence directe de cette contrainte (voir, par exemple, les langages non-
clos que l'algorithme arrive a apprendre).

C’est fort de ces constatations que nous avons commencé un travail ou la
contrainte PNC n’est plus requise. Pour s’assurer qu’un mot ne peut se réécrire
qu’en un seul mot irréductible, nous avons choisi de mettre en place une stratégie
de réécriture. Au moment ou sont écrites ces lignes, il est trop tot pour déterminer
si cette nouvelle approche permettra d’obtenir de meilleurs résultats.



5 Restriction a une sous-classe

5.1 Motivation

Nous avons vu dans la premiere partie de ce document qu’une alternative pour
résoudre les problemes théoriques sur ’apprentissage des langages hors-contextes
est de se concentrer sur des sous-classes de ces langages. Cette approche se justifie
d’autant plus lorsque nous ne disposons que d’exemples de mots du langage pour
apprendre : aucune classe contenant tous les langages finis et au moins un langage
infini ne peut étre identifiée a la limite a partir d’exemples positifs seulement, et
ce méme si on ne tient compte d’aucune contrainte de complexité [Gol67] (voir
le théoreme 2.1)! Pourtant, dans nombre de domaines, il n’est pas possible de
disposer d’autres informations, comme des exemples négatifs ou une structuration
des exemples positifs: par exemple, qu’est-ce qu'un exemple négatif de gene?
Une séquence d’ADN non codante est-elle réellement informative de ce qu’est
un gene? Cette problématique de 'apprentissage a partir de données positives
seulement est une pierre angulaire du domaine des langues naturelles: lorsqu’un
enfant acquiert sa langue maternelle, il ne dispose que d’exemples d’éléments
du langage (personne ne dit a son enfant: "ce que je vais dire n’est pas francais,
écoute bien, ¢a va t’aider”). Pourtant, un enfant apprend tres rapidement & parler,
au regard de la difficulté de cet apprentissage: au bout d'un an il est capable de
comprendre des phrases simples, et il commence a parler en méme temps qu’il fait
ses premiers pas! Nous reviendrons a la fin de ce chapitre sur cette problématique
de la modélisation de I'acquisition d'une langue par un enfant.

Pour en revenir a l'inférence grammaticale, la principale sous-classe des lan-
gages algébriques identifiable polynomialement a la limite a partir d’exemples
positifs seulement est celle, déja introduite dans la section 2.2.2, des langages
trés simples [Yok03]. La définition de cette classe repose, comme bien souvent,
sur des contraintes sur les regles des grammaires. Notre approche est différente :
nous définissons des contraintes sur les langages eux-mémes, indépendamment de
leur représentation. Ce travail repose sur une des idées les plus anciennes en infé-
rence grammaticale : la substituabilité, introduite par Harris [Harb4]. Ce travail a
donnée naissance a la linguistique distributionnelle. Toutefois, méme si de nom-
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breux algorithmes ont utilisé implicitement cette notion, elle n’a jamais donné lieu
a une réelle formalisation. Dans ce chapitre, nous proposons une formalisation ex-
plicite de cette notion, ce qui nous permet de définir une classe particuliere de
langages, les langages substituables, pour lesquels nous donnons des algorithmes
capables de les identifier a la limite en temps et données polynomiaux.

La clef pour comprendre I'idée de Harris, est de s’intéresser aux paires de mots
(u,v) et de tester s'ils apparaissent dans le méme contexte dans un langage cible L,
c’est-a-dire si il existe [,r tels que lur et [vr appartiennent tous deux au langage.
On peut alors conjecturer sans prendre trop de risques que les deux facteurs u
et v ont été générés par le méme non terminal (si notre but est d’apprendre des
grammaires). La description informelle qui précede porte en elle une ambiguité :
les mots u et v doivent-ils apparaitre toujours dans les mémes contextes? Ou
partagent-ils seulement quelques contextes? On peut écrire le premier critere
comme suit*:

Vi,r lur € L si et seulement si lvr € L.

Le second critere, plus faible, s’écrit :

dl,r lur € L et lvr € L.

Le probleme est que pour tirer des conclusions sur la structure du langage, nous
avons besoin de la premiere propriété, mais tout ce que 'on peut vérifier sur un
échantillon de données est la seconde propriété. En effet, si le langage est infini,
on ne peut tester le premier critere a partir d’'un échantillon infini. Notre idée est
de se restreindre a la classe de langages pour laquelle le second critere implique
le premier : si deux facteurs de mots du langage apparaissent au moins une fois
dans le méme contexte, alors ils apparaitront toujours dans les mémes contextes.
Nous appelons les langages répondant a cette propriété les langages substituables.
Cette contrainte est assez naive et peu sembler trop restrictive, mais nous verrons
dans la suite que nombre de langages hors-contextes la satisfont.

Dans la section suivante nous définirons formellement la classe de langages qui
nous intéresse. Puis nous expliciterons un principe algorithmique général pour
I’apprendre et donnerons deux algorithmes 'utilisant, selon que 'on représente
les langages par des grammaires ou par des systemes de réécriture. Dans les deux
cas, un résultat d’identification sera prouvé. Ensuite nous étudierons les carac-
téristiques de ces langages et leurs liens avec d’autres classes étudiées dans la
littérature. Enfin, avant de conclure, nous verrons comment cette approche per-
met de répondre a une interrogation récurrente dans le domaine de ’acquisition
de la langue par les enfants.

1 Nous définirons plus formellement nos notations dans la suite. Nous faisons appel pour le
moment & 'intuition du lecteur.
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5.2 Substituabilité: définitions et exemples

Nous commencons par introduire nos deux notions de substituabilité. La pre-
miere, qui correspond a la notion de substituabilité forte, est usuellement utilisée
en théorie des langages.

Définition 5.1 (Congruence syntaxique)

Deux mots u et v sont syntaxiquement congruents par rapport a un langage L,
noté u = v, si pour tout mot l et r de X*, lur € L <= lvr € L.

Cela définit une notion de substituabilité forte dans le sens ou si u =, v, alors
dans un mot de ¥* substituer un facteur w par v (ou linverse) n’affecte pas
I'appartenance (ou la non appartenance) du mot au langage L. Cette relation
d’équivalence =, est une congruence sur le monoide >* car il est trivial que:

u =7, v implique que pour tout [,r € X* lur =, lvr.
Le monoide syntaxique d’un langage L est défini comme le quotient de ¥* par les
classes de congruence définies par =y. Le résultat suivant est bien connu:
Propriété 5.1 Un langage L est réqulier si et seulement si son nombre de classes
de congruence syntazrique est fini.

Une autre facon de définir cette propriété est de s’intéresser a I’ensemble des
contextes d'un mot dans un langage. On rappelle que cet ensemble est défini
comme suit: Cp(u) = {(l,r) € ¥* : lur € L}. On a alors

Pour tout u,v dans ¥*, u =y, v si et seulement si Cp(u) = CL(v).

Comme cette notion de substituabilité n’est pas vérifiable sur un échantillon

d’apprentissage, nous introduisons une notion plus faible:

Définition 5.2 (Substituabilité faible)

Etant donné un langage L, on dit que deur mots u et v sont faiblement substi-
tuables par rapport a L, noté u =y, v, sil existe | et r dans ¥* tels que lur € L
et lur € L.

Une autre facon de voir cette propriété est de dire que deux mots u et v sont
faiblement substituables si I'intersection de leur ensemble de contextes est non
vide, ¢’est-a-dire C(u) N Cp(v) # 0. Cette relation ne définit pas en général une
congruence, ni méme une relation transitive.

Concernant ’apprentissage, notre connaissance d’un langage cible L est conte-
nue dans un échantillon d’exemples positifs S C L. Il est clair que u =g v implique
u=p v (car S C L). C’est pourquoi nous confondons désormais =g et =p.

Nous pouvons maintenant définir la classe de langages qui nous intéresse.

Définition 5.3 (Langage substituable)
Un langage L sur un alphabet 3 est substituable si pour chaque paire de mots
u,w € X%, u = v implique u =g, v.
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En terme de contextes, un langage est substituable si et seulement si des que
les ensembles de contextes de deux mots ne sont pas disjoints, ils sont identiques.
La classe, qui nous intéresse, des langages hors-contextes substituables est sim-
plement la classe contenant les langages a la fois hors-contextes et substituables.
Des exemples de tels langages sont développés dans la section 5.4.1.

Un premier probleme se pose que nous choisissons de contourner de suite: le
mot vide A apparait dans tous les contextes possibles, ce qui réduit considérable-
ment la classe. Nous décidons de ne pas considérer le mot vide, ce qui implique
que les mots u et v des définitions précédentes ne font pas partie de ¥* mais de
Y. Une autre conséquence est que les langages ainsi définis ne peuvent contenir
le mot vide.

Exemple 5.1 Savoir si un langage donné est substituable ne semble pas étre dé-
cidable mais ce peut étre vérifié sur des langages particuliers. Par exemple, ¥* est
un langage substituable, ainsi que {wcw® | w € ¥*} (le langage des palindromes
avec un centre marqué) et {a™cb™ | n > 0}. Par contre, L = {a™0™ | n > 0} n’est
pas substituable (par exemple, a =y, aab, car ab € L et aabb € L, mais a #1, aab,
car aabb € L mais aababb ¢ L).

D’autres exemples de langages substituables (et non substituables) seront don-
nés dans la suite (voir section 5.4.1).

5.3 Un algorithme d’apprentissage des langages
hors-contextes substituables

Nous nous intéressons maintenant a ’apprentissage de la classe des langages
substituables. Pour ce faire, nous explicitons deux algorithmes (voir les algori-
thmes 5.1 et 5.2), nommé SGL-G et SGL-RS, qui, a partir d’'un échantillon d’exem-
ples positifs d’un langage cible, retournent respectivement une grammaire hors-
contexte pour le premier, et un systeme de réécriture de mots pour le second.
Dans les deux cas, la représentation retournée est cohérente avec les données.

Les deux algorithmes reposent sur le méme outil: les graphes de substitu-
tion [CE05].

Définition 5.4 (Graphe de substitution)
Etant donné un échantillon S d’exemples positifs, le graphe de substitution associé
a S, GS(S) = (N,A) est défini comme suit :

N={ue X" :3lreX*lur S}

A={(upw) € Nx N:u#v3lreX* lurecSANlvreS}



5.3. Un algorithme d’apprentissage des langages hors-contextes substituables93

e

Fic. 5.1 — Le graphe de substitution correspondant a [’ensemble S =

{c,ach,aacbb}.

Moins formellement, les noeuds N du graphe sont les facteurs (non vides) des
mots de S et il existe une aréte (€ A) entre deux noeuds ssi ces deux facteurs ap-
paraissent au moins une fois dans le méme contexte dans S. Un exemple de graphe
de substitution est donné figure 5.1. Notons que pour un langage substituable L,
chaque composante connexe du graphe (i.e. chaque ensemble de sommets reliés
directement ou indirectement entre eux) correspond a une classe de congruence
syntaxique de L. La composante dite principale est celle contenant tous les mots
de Iéchantillon (qui existe puisqu’ils apparaissent tous dans le méme contexte
(AN).

Comme les deux algorithmes précédemment cités sont tres proches I'un de
I’autre, nous détaillerons moins le fonctionnement et la preuve de convergence du
second.

5.3.1 Apprendre des grammaires

SGL-G (voir I'algorithme 5.1) commence par construire le graphe de substi-
tution a partir de I’échantillon d’apprentissage S (construire_graphe_de_substitu-
tion) puis les regles produisant les lettres: Va € X [a] — a € P. Ensuite, il crée
un non-terminal pour chaque composante connexe (s’il n’existe déja) en repérant
la principale (est_composante_principale), c’est-a-dire celle qui contient tous les
mots de I’échantillon d’apprentissage. On ajoute ensuite a l’ensemble P toutes
les regles de production de la forme {[u] — [v][w]|u = vw,u € N,|v| > 0,|w| > 0}.
Moins formellement, pour chaque mot v = vw dont v et w sont des facteurs non
vides, le non terminal [u] correspondant a la composante du mot u dérive la forme
sententielle [v][w], ou [v] est le non terminal correspondant & la composante de
v et [w] celui de la composante de w. La grammaire obtenue est donc sous forme
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Algorithme 5.1 : SGL-G (Substitution Graph Learner for Grammars)
Données : un échantillon d’exemples positifs S
Résultat : une grammaire hors-contexte G = (E,V,P,g )
début

> «— lettres_présentes(S); V «— 0; P — {;

GS «— construire_graphe_de_substitution(S);

pour chaque a € ¥ faire

l[a| «— créer_nouveau_non_terminal (a);

LV —VU{ld}; P — PU{la) - a};

pour chaque Composante connexe C; de GS faire

u; «— ming{w € C;};

si u; ¢ 3 alors

[u;] «— créer_nouveau_non_terminal (u;);
AR
si est_composante_principale(C;,S) alors

| L§<—[ui];

pour chaque Noeud u de GS faire
L P — PU{[w] — [u][ux] | v =vw,u € Cjv € Cj et w e Cy};

retourner (3,V,P.S)

fin

normale de Chomsky. Une conséquence est que, pour les composantes contenant
plus d’un élément, un unique non-terminal dérive I’ensemble des éléments de cette
composante. Enfin, certaines regles pouvant apparaitre plusieurs fois, ’algorithme
supprime les doublons.

Nous obtenons immédiatement le résultat suivant :

Théoreme 5.1 Le temps d’exécution de SGL est polynomial dans la taille des
données en entrée.

Preuve : Supposons que |'échantillon d'apprentissage est S = {wy,wy. .. w,}.
On défini E = > |w;| et L = max |w;|. Le nombre de facteurs des mots de S (i.e.
le nombre de noeuds du graphe de substitution) est inférieur 3 E. Pour deux mots
w1 ,we, trouver I'ensemble de leurs facteurs u,v tels que u = v prend au plus un
temps L2. Par conséquent, la construction des arétes du graphe de substitution est
réalisable en un temps inférieur 3 L?n?. Identifier les composantes du graphe prend
un temps polynomial dans le nombre de noeuds et d'arétes du graphe. Le nombre
de regles de production est égal au nombre de facons de diviser les noeuds en deux
facteurs non-nuls: au maximum la derniére boucle est effectuée LE? fois. O
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Pour clarifier le fonctionnement de SGL, nous détaillons maintenant deux
exemples. Le premier est une exécution pas a pas sur un petit échantillon, le
deuxieme permet une discussion sur la grammaire inférée par SGL pour un langage
particulier.

Exemple 5.2 Supposons que l’échantillon d’apprentissage est S = {a,aa}. Il est
clair que aa = a. L’algorithme commence par créer le non terminal [a] et la régle
l[a] — a. Il n’y a qu’une seule composante dans le graphe de substitution et le
plus petit facteur de cette composante C' est a : aucun nouwveau non-terminal n’est
créé. Le seul élément de C' qui peut se découper en deux facteurs non vides est
aa, ce qui donne la régle [a] — [a][a]. En sortie, SGL retourne donc la grammaire
({a}{[a]},{[a] — a,[a] — [a]la]},]a]) qui géneére le langage régulier a™.

Exemple 5.3 Considérons maintenant le langage L = {a™cb” | n > 0} et sup-
posons que nous avons un grand échantillon S de mots de ce langage. Le graphe
de substitution sera formé de composantes C; C {a™cb™ | m > 0 € Z}, de
composantes A; = {a'} et de composantes B; = {b'}. La composante principale
est Cy, par conséquent l'axziome est Cy (par souci de simplicité, nous nommons
ici les non-terminauz par 'identifiant de leur composante plutot que par le repré-
sentant de la classe de congruence associée). La grammaire générée a partir de
S aura des régles de la forme suivante (i > 0):

C; — C;Bi_;, C_; — Ai_;C;, Airj — AjAjJ Ay — a, Biyj — B,B;j,B; — b.

1l est a noter que la recherche des classes de congruence a pour conséquence
de créer nombre de non-terminaux substantiellement plus grand que celui de la
grammaire habituellement utilisée pour représenter ce langage.

5.3.2 ScL-G identifie a la limite les langages substituables

Théoréme 5.2 SGL identifie a la limite en temps et données polynomiauz la
classe des langages substituables.

Pour prouver ce théoreme, nous commencons par définir un ensemble carac-
téristique.

Ensemble caractéristique.

Soit L = L(G) (ou G = (X,V,P,S) est une grammaire hors-contexte) le lan-
gage substituable cible. Pour décrire I’ensemble caractéristique, nous avons besoin
de définir les deux notations suivantes :

— w(a) est le plus petit mot de ¥* (par rapport a l'ordre <1) pouvant étre

produit a partir de « € (VU X)T (w(a) = o si o € 3¥), et
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— C(N), pour N € V, est le plus petit contexte (par rapport a <) (I,r) € X*
tel que S = INT.
Nous pouvons maintenant définir notre ensemble caractéristique : C'S = {lwr |
AN — «a) € P(lyr) = C(N),w = w(a)}. Comme |CS| = |P|, la taille de cet
ensemble est polynomiale dans la taille de la cible.

Exemple 5.4 Soit G = ({a,b,c},{S},{S — aSbh,S — ¢},5) une grammaire hors-
contexte engendrant le langage {a"cb™n > 0}. Pour la régle S — ¢, la construc-
tion donne C(S) = (A\A) et w(c) = ¢ donc le mot ¢ fait partie de ’ensemble
caractéristique. En ce qui concerne la régle S — aSb, on a C(S) = (\A) et
w(aSb) = ach. L’ensemble caractéristique est donc C'S = {c,acb}.

Convergence.

Il nous faut maintenant prouver qu’a partir d’'un échantillon d’apprentissage
S D (S, SGL-G retourne une grammaire G = (2,‘7,]5,§> telle que L’(@) = L.
Lemme 5.1 L C E(é)
Preuve : Par définition de I'ensemble caractéristique, pour chaque production
N — « il existe un facteur w(«) et un facteur w(N) appartenant a la méme compo-
sante du graphe de substitution. Si @ = ayas...a, (Vi,a; € (V UX)) alors w(a) =
w(ay)w(ag) ... w(ay,) (car le plus petit mot dérivable a partir de « est égal a la conca-
ténation des plus petits mots dérivables a partir des éléments constituant «). De par
la construction des regles, il existe une production [w(«a)] — [w(ay)][w(asg) ... w(ay)]
et (n — 2) productions [w(a;)w(a;t1) ... w(a,)] — [w(a)|[w(a;1) ... w(ay,)]. Ce
qui implique [w(N)] =4 [w(a1)][w(az)]...[w(a,)]. Nous allons montrer par in-
duction sur le nombre de pas de dérivation que pour tout u € X*, si S =¢ u
alors S :*>é w. Initialement, si S = w alors (S — wu) € P. Supposons que
u=ay...a,(Vi,a; €X). Alors [u] = [ay]...[a,] et, par la construction des regles
pour les lettres, Vi, ([a;] — a;) € P. Comme u € L, [u] = S, d'oti S = u. Suppo-
sons la propriété vraie pour toute dérivation de taille inférieure a k et prenons u un mot
se dérivant en k+ 1 pas dans G. Alors S =g oy ... anégu. Il existe uq,...u, € X*
tels que Vi, oui=au; et u=uy...u;. Comme Vi,m; < k+1, I'hypothese d'induction
implique S :*>G (1] ... o) :*>G Uy ... Uy, = U.

O

Il nous reste a prouver que E(G) C L, c’est-a~dire que la grammaire inférée
n’engendre par un langage trop large. Pour cela nous montrons le lemme suivant,
qui stipule que les classes de congruence syntaxique sont stables par dérivation

dans G.

*

Lemme 5.2 Pour tout v € ¥*, pour tout facteur u de l’échantillon S, [u] =4 v
implique u =g, v.
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Preuve : Pour commencer, notons que la construction implique [u] :*>é u. La preuve
se fait par induction sur le nombre de pas de dérivation. Si [u] =4 v, alorsv € Y et v
est dans la méme composante que u, donc u =j, v. Supposons maintenant que c'est
vrai pour toute dérivation de taille inférieure strictement a k et prenons une dérivation
de taille k: [u] = [v] [w]’glx. Il existe 21,25 tels que & = z129, [v] = 21 et [w] = xy.
Par hypoth&se d'induction, on a v =, x1 et w =1, 25. Comme ([u] — [v][w]) € P,
il existe v' et w' tel que v'w’ est dans la méme composante que u, et v = v,
w =; w et u =; vw'. Comme = est une congruence, u =5 vw' = vw' =
vw = rw =g, x1x9 = x, ce qui finit la preuve. O

Ce résultat suffit pour démontrer que E(G) C L car pour un v dans S, si
S(= [v]) =4 u alors u =, v ce qui implique u € L.

5.3.3 Apprendre des systemes de réécriture

L’algorithme SGL-G a l'inconvénient majeur d’inférer un grand nombre de
regles de production qui ne sont pas utiles pour représenter le langage. Il est
possible d’imaginer plusieurs de types processus polynomiaux permettant de di-
minuer ce nombre de productions. On peut par exemple effacer récursivement
tous les non terminaux qui ne possedent qu’'une seule regle de production et les
remplacer par la partie droite de la regle en question. On peut aussi imaginer
qu'on enleve une par une les regles de production en testant a chaque fois si
I’échantillon d’apprentissage est toujours reconnu. Si I’échantillon caractéristique
est contenu dans les données, les regles ainsi effacées n’étaient pas utiles.

Dans cette section, nous allons présenter une variante de SGL-G dont l'inté-
rét principal est d’étre plus efficace et donc plus utilisable sur des échantillons
d’apprentissage de grande taille. L’idée est d’utiliser un systeme de réécriture de
mots (SRM) au lieu d'une grammaire, ce qui est rendu possible car la classe des
langages hors-contextes substituables est définie indépendamment d’une repré-
sentation choisie.

Le gain en efficacité repose sur un "nettoyage” du graphe de substitution
afin d’éliminer les redondances éventuelles. Ainsi, si une composante du graphe
contient les mots u et v, tel que u<iv, et qu'une autre composante contient les mots
lur et lvr, on peut enlever le noeud lvr. En effet, si une regle de réécriture permet
de remplacer les facteurs v par u, il est inutile d’avoir une regle permettant de
substituer lvr par lur. Cela revient a éliminer des regles au SRM correspondant
au graphe.

Quelques définitions.

Nous rappelons ici quelques définitions qui ont déja été introduites dans le
chapitre précédent, mais dans un contexte différent (celui des systemes délimités
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de réécriture de mots).

Un systeme de réécriture de mots est un ensemble fini de regles de réécriture,
notées u = v. Ce systeme est appelé systéme de réduction si et seulement si
il existe un ordre total < tel que pour toute regle v - v, v < u. Dans ce qui
suit, nous utilisons I'ordre hiérarchique <, précédemment défini, pour orienter les
regles. F* est la fermeture réflexive et transitive de .

Définition 5.5 (Systéme de réduction confluent, localement confluent)
Soit R un systeme de réduction.

— R est confluent si pour tout mot w € X* s’il existe wy et wy, wy # W,
w F* wy et w F* wy, alors il existe un mot w' € X* tel que wy F* w' et
wy F*w'.

— R est localement confluent sur un ensemble S si pour tout mot w € S s’il
existe wy et wy dans S, wy # wy, w F* wy et w F* wsy, alors il exviste un
mot w' € S tel que wy H* w' et wy F* W',

Enfin, nous rappelons qu’un systeme de réécriture est ncethérien s’il n’admet
pas de dérivation infinie. Un systeme de réduction est noethérien.

Un systeme de réduction confluent définit une congruence car chaque mot se
réécrit alors en un unique mot irréductible: deux mots sont congruents s’ils se
réduisent dans le méme mot. Si les regles de réécriture réduisent la taille (Vu -
v,|v| < |ul) alors la taille maximale d’une dérivation est égale a la taille du mot en
entrée. Comme nous utilisons un ordre plus faible pour orienter nos regles, 'ordre
hiérarchique, la polynomialité de la taille d'une dérivation n’est pas assurée.

Etant donné un systeme de réduction, on peut définir un langage comme
I'union de plusieurs classes de congruence. Ainsi, étant donné un ensemble F
de mots irréductibles dans un systeme de réduction R, on définit le langage
L(R,E) ={w : Je € E;w g e}. Ces langages sont appelés langages congruen-
tiels. Dans certains cas, c¢’est une fagon plus naturelle de représenter les langages
que les grammaires formelles de la hiérarchie de Chomsky.

Réduction d’un graphe de substitution.

Etant donné un graphe de substitution GS = (N,A), on dit que G S se réduit
en GS' = (N’ A’) si et seulement si il existe (u,v) € N et (I,r) € ¥, u v et
]| + |r] > 0 tels que lor € N, N' = (N \ {lor}) U {lur} et A" = (A\ {(lvryy) €
AN U{(lury) : (luryy) € A}

On dit qu’'un graphe de substitution G'S est wrréductible s’il n’existe pas
d’autre graphe de substitution GS’ tel que GS se réduise en GS’.

Cette définition nous permet d’expliciter 'algorithme SGL-RS (voir algo-
rithme 5.2).
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Algorithme 5.2 : SGL-RsS (Substitution Graph Learner for Reduction Sys-
tems)

Données : un échantillon d’exemples positifs S
Résultat : Un systeme de réduction R et un mot irréductible e
début
R «— 0;
GS «— construire_graphe_de_substitution(S);
tant que est_réductible(GS) faire
| GS «— réduire_graphe_de_substitution(GS)
pour chaque Composante connexe C; de GS faire
Umin <— ming{w € C;};
si est_composante_principale(C;,S) alors
|_ € < Umin;
pour chaque nocud u; de Cj, u; # Uy, faire
| Re— RU{uF tupnink;

retourner (R,e)

fin

Résultat d’indentification.

Nous allons montrer que SGL-RS identifie a la limite en temps et donnée
polynomiaux la classe des langages hors-contextes substituables.

Le raisonnement est le méme que celui pour SGL-G. En supposant que nous
disposons d'un échantillon d’apprentissage d’un langage L généré par une gram-
maire cible G = (3,V,P,S), qui contient un ensemble caractéristique défini comme
pour l'algorithme précédent, il est facile de montrer les deux lemmes suivants.

Lemme 5.3 Si N €V et N = u (pour u € ¥*), alors u F* w(N).

Preuve : Supposons que N = a3 = as = ... = «, = u est une dérivation de
u dans G. On associe a cette dérivation la séquence (w(N),w(ay),. .. w(ay_1),u).
Considérons un pas de dérivation o; = ;1 : il existe [,;r,f € (XUV) et M €V
tels que o; = IMr et ayq = I0r, o0 M — € P. On a w(ey) = w(l)w(M)w(r)
et w(wit1) = w(l)w(B)w(r) ce qui implique w(a;41) Fi w(a;), par construction de
R. Dol uF* w(N). O

Lemme 5.4 Sivt u alors (vE L<= u € L).
Preuve : v - u implique qu'il existe x -y € R et [,r € X" tels que v = [xr et
u = lyr. Par construction de R, on a x =g y qui implique x =7 y. Comme L est

substituable, on a z = y, ce qui implique que v =y u car =, est une congruence.
OJ
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Le systeme de réduction inféré est localement confluent sur le langage L : tous
les mots du langage se réécrivent dans le plus petit. Malheureusement, dans le
cas général, le systeme, bien que noethérien, n’assure pas la polynomialité des
dérivations. Alors que le systeme inféré est bien souvent largement plus petit que
la grammaire retournée par SGL-G, dans certains cas tester si un mot appartient
au langage est plus cotteux.

5.4 Sur les langages substituables

Dans cette section nous allons détailler la composition de la classe des lan-
gages hors-contextes substituables. Dans un premier temps nous donnerons des
exemples (et des contre-exemples) de langages substituables. Puis nous essaierons
de caractériser cette classe et les relations qui la lient a la hiérarchie de Chomsky.

Comme nous nous sommes placé dans le cadre de 'identification a la limite a
partir d’exemples positifs seulement, nous ne pouvions espérer apprendre tous les
langages finis. En effet, dans ce paradigme, plus la classe contient des langages
complexes, plus son nombre de langages finis est réduit.

5.4.1 Exemples de langages substituables

— X* est un langage substituable.

— Tous les langages composés d’un unique mot sont substituables.

— Le langage fini {a,aa} n’est pas substituable car a apparait dans les contex-
tes (A,A) et, par exemple, (A,a), or aa apparait aussi dans le contexte (A,\)
mais pas dans (A\,a). A partir de S = {a,aa}, nos algorithmes retournent
une représentation du langage {a™ : n > 0}.

— {a™ : n > 0} est un langage substituable.

— {a™" : n > 0} n’est pas substituable. Par exemple, a = aab mais il est clair
que a #, aab.

— {a™cb™ : n > 0} est un langage substituable. L’ajout d’'un marqueur au

centre du mot résout le probleme.

— {wcw™ : w € (a,b)*} (le langage des palindromes avec un centre marqué)

est substituable.

5.4.2 Relations avec les autres classes

Les langages hors-contextes substituables sont strictement inclus dans la classe
des langages congruentiels [BO93].

Les langages réguliers strictement déterministes [Yok95] sont substituables.
Comme l'automate correspondant est déterministe dans les deux sens (de I'état
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initial ou de 1’état final en utilisant les transitions a 'envers) et que chaque mot
ne peut étre généré que par une unique séquence d’états, il est facile de montrer
que pour deux facteurs u et v tels que u = v, la séquence d’états qui génere u
doit commencer et se finir dans exactement les mémes états que la séquence qui
génere v.

Les langages tres simples [Yok03] sont représentés par les grammaires sous
forme normale de Greibach telles qu’aucune lettre de ’alphabet n’apparait plus
d’une fois dans les regles de production. Comme nous l'avons déja dit dans la
premiere partie de ce document, ces langages sont identifiables polynomiale-
ment a la limite. L’algorithme utilisé pour montrer ce résultat est une exten-
sion aux langages hors-contextes de celui apprenant les langages réguliers stric-
tement déterministes. Pourtant, certains langages tres simples ne sont pas sub-
stituables. Par exemple, considérons la grammaire S — bN,S — aNPN —
tM,N — n,P — rhMPP — pM — m. Le langage correspondant L est
bn,brm.,anp,armp,anrmp, ... On a x =y nr mais pas x =y, nr, car, par exemple,
brm est dans le langage mais pas bnrm. Néanmoins, remarquons que tous les
exemples de langages tres simples présents dans article les introduisant ([Yok03])
sont substituables.

Comme les exemples précédents en attestent, les langages hors-contextes sub-
stituables sont incomparables avec les langages réguliers et les langages finis. Nous
conjecturons qu'ils sont strictement inclus dans la classe des langages NTS (voir
définition 1.4).

5.4.3 Propriétés des langages substituables

La substituabilité peut étre comparée a la réversibilité [Ang82]. On rappelle
qu'un langage régulier est réversible si chaque fois que deux mots uw et vw sont
dans le langage alors ux fait partie du langage si et seulement si vz en fait aussi
partie (pour z € ¥*). Ainsi la substituabilité est I’analogue hors-contexte de la
réversibilité pour les langages réguliers. Le grand nombre de travaux (voir par
exemple [Mak00, LSG04]) sur ces langages réversibles laissent espérer que nos
résultats seront le point de départ d’autres recherches en inférence grammaticale.

On peut aussi faire un rapprochement avec les méthodes et travaux en infé-
rence grammaticale de langages réguliers dont I'approche repose sur les langages
résiduels. Le langage résiduel d’un langage L par rapport & un mot u (ou, plus
simplement, le résiduel de L par ), noté u~' L, est 'ensemble {w € ¥* : uw € L}.
Si l'on s’intéresse aux langages réguliers, le résiduel u~!L d'un langage L, repré-
senté par 'automate fini déterministe minimal A, est le langage reconnu a partir
de I'état q tel que 6*(qo,u) = ¢q. La substituabilité peut alors étre comparée avec la
distinguibilité utilisée pour I'inférence de langages réguliers [RST98, CT04]. L’idée
est d’utiliser une mesure de similarité sur les résiduels. Ces travaux montrent
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ensuite que la classe des langages réguliers est apprenable dans le cadre PAC
si ’échantillon d’apprentissage permet une séparation des résiduels distincts du
langage. C’est en reprenant cette idée mais en utilisant les contextes a la place
des résiduels qu’Alexander Clark a obtenu un résultat d’aprentissage pour les
langages NTS [Cla06a] : il a montré que les langages NT'S sont PAC-apprenables
si la distribution de I’échantillon d’apprentissage permet de distinguer les diffé-
rentes classes de congruence syntaxique. Bien entendu, si une analogie peut-étre
faite entre les deux approches, les idées algorithmiques et leurs justifications sont
radicalement différentes.

D’autre part, dans des travaux récents [DLT01], I'importance des techniques
d’apprentissage utilisant les résiduels a été montrée. Ainsi, chaque langage régulier
peut étre caractérisé par un ensemble fini de résiduels et des opérations combinant
cette "base”. Le résultat de Clark sur les langages NTS tend a prouver qu'un
résultat similaire peut, peut-étre, étre obtenu pour les langages hors-contextes en
utilisant non pas une base formée de résiduels mais de classes de congruence. C’est
un peu l'intuition qui se cache derriere notre travail: la propriété 5.1 implique
qu'un langage purement hors-contexte correspond a un nombre infini de classes
de congruence syntaxique mais nos résultats montrent que, au moins pour les
langages substituables, un nombre restreint de classes de congruence est suffisant
pour représenter ces langages, les autres classes étant obtenues par concaténation.

5.5 Application a un probleme de langue natu-
relle

Depuis que des chercheurs se sont intéressés, dans les années cinquante, a la
modélisation de I'acquisition de sa langue maternelle par 'enfant, un débat fait
rage au sein de cette communauté. Il oppose les tenants d’un apprentissage repo-
sant principalement sur une connaissance pré-natale de la langue (les linguistes
nativistes) et ceux considérant que le langage s’acquiert en grande partie par 'ex-
périence dont 'enfant jouit pendant son développement (les linguistes comporte-
mentalistes). Ainsi, les nativistes soutiennent que la rapidité de cet apprentissage
ne peut étre expliqué que par une connaissance innée de la langue. Leurs oppo-
sants soutiennent que les capacités cognitives universelles sont suffisantes pour
expliquer ce phénomene.

5.5.1 Problématique

Un des (derniers) arguments des nativistes repose sur la fréquence d’apparition
de certaines formes de questions. En anglais, les interrogations polaires (dont la
réponse est oui ou non) sont formées a l'aide d'un auxiliaire en téte de phrase
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(remplacé par “do” si le verbe principal n’est pas un auxiliaire). Par exemple,
I'interrogation correspondant a “The man is hungry” est “Is the man hungry ?”.
Quand le sujet de la phrase est lié a une phrase relative comportant aussi un
auxiliaire, c’est I'auxiliaire de la phrase principale qui est mis en téte, celui de la
relative restant a sa place: “The man who is eating is hungry” donne “Is the man
who is eating hungry ?”. Mais on aurait pu imaginer, par exemple, un inversement
complet, donnant la phrase (fausse grammaticalement) “Is the man who eating
is hungry?”.

Il n’y a aucune raison pour que l'enfant favorise une des deux formes de
questions, car elles sont de difficulté similaire. Pourtant, il a été montré [CN87]
que les enfants anglo-saxons inferent majoritairement (pour ne pas dire tout le
temps) la phrase correcte. Noam Chomsky a été le premier a dire que les exemples
de ce type de questions sont extréemement rares dans ’environnement linguistique
des enfants. Ce fut donc utilisé par les nativistes comme une preuve empirique
de leur théorie. En 2002, Pullum et Scholz [PS02] ont réalisé une étude tendant a
montrer qu’en fait ce type de structures n’est pas si rare que ¢a. Mais les tenants
d’une connaissance innée du langage n’ont pas été convaincus par cette étude,
remettant en cause la méthodologie utilisée et les conséquences de ce travail.

Reali et Christiansen [RC04] ont présenté une possible solution a ce pro-
bleme. Ils prétendent que 'utilisation de statistiques locales, en 'occurrence des
n-grams, peut étre suffisante pour permettre a un apprenant d’inférer la struc-
ture correcte et de rejeter celle incorrecte. Toutefois cet argument a été mis a
mal par [KSTH05], qui ont montré que cette étude repose uniquement sur des
coincidences phonétiques. Ce résultat n’est pas surprenant car il était tres peu
plausible quun formalisme tel que les n-grams, qui ne peut modéliser que des
relations concomitantes (donc régulieres), puissent modéliser 'apprentissage de
telles structures (purement hors-contextes).

La these que nous développons ici consiste a réfuter un des présupposés du
débat, a savoir que la discussion sur la rareté des phrases n’a pas lieu d’étre. En
effet, nous allons développer une expérience qui montre qu’a partir d'un échan-
tillon d’apprentissage ne contenant pas de phrases du type que nous cherchons
a apprendre, SGL est capable de déterminer quelles structures sont correctes et
lesquelles ne le sont pas.

5.5.2 Expérimentations

Dans un but de clarté, nous avons utilisé un tres petit échantillon d’appren-
tissage, construit & la main par nos soins, composé de phrases (on devrait dire de
mots) que 'on peut raisonnablement trouver présentes dans ’expérience linguis-
tique d’un enfant. La table 5.1 résume I'expérience. Notre but était de montrer que
méme en absence de question avec une forme relative, I’algorithme était capable
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the man who is hungry died .

the man ordered dinner .

the man died .

the man is hungry .

is the man hungry?

the man is ordering dinner .

is the man who is hungry ordering dinner?
xis the man who hungry is ordering dinner?

TAB. 5.1 — Place de l'auxiliaire dans des questions polaires. Les phrases au dessus
de la ligne forment [’échantillon d’apprentissage a partir duquel SGL a travaillé.
L’apprentissage a été testé a l'aide de celles en dessous. L’étoile correspond a une
phrase que la sortie de [’algorithme a rejetée.

de correctement étiqueter des questions de ce type. C’est ce que montre bien nos
résultats: la question grammaticalement correcte est acceptée par la grammaire
inférée alors que celle comportant une erreur grammaticale est rejetée.

Comme le fonctionnement de l’algorithme est somme toute assez simple, on
peut facilement expliquer comment cela se produit. L’échantillon d’apprentissage
place “the man” et “the man who is hungry” dans la méme classe de congruence,
puisqu’il existe deux phrases qui ne different que pour ces deux blocs de mots. De
la méme facon, “hungry” et “ordering dinner” sont congruents. Ainsi, la phrase “is
the man hungry?” est congruente avec la phrase correcte.

Une dérivation de cette phrase est la suivante: [is the man hungry ?] = [is the
man hungryl|[?] = [is the man]|[hungry]|[?] = [is|[the man|hungry]|[?] = [is][the
man who is hungry][hungry][?] = [is][the man who is hungry|[ordering dinner]|[?].

La table 5.2 résume une deuxieme expérience que nous avons menée. Nous
ne détaillerons pas cette étude, mais ce type de structures, a l'instar de celles
étudiées précédemment, a été utilisé pour étayer la these des nativistes [PB85].
Cette fois aussi, ’algorithme est capable d’apprendre la structure correcte et
de rejeter celles incorrectes, et ce en 'absence d’exemples de ce type dans les
données. Notons toutefois que la derniere phrase est grammaticalement correcte
en anglais: cela vient de 'ambiguité syntaxique de la langue, puisqu’alors “rain”
n’est pas un verbe mais un nom commun.

5.5.3 Discussion

Chomsky a été le premier a montrer les limites de I'approche de Harris, et
il est certain que notre algorithme surgénéralise énormément (des phrases ne
faisant pas partie du langage sont certainement acceptées). Sur des échantillons
d’apprentissage bien plus grands, il est méme possible que certaines structures
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it rains

it may rain

it may have rained

it may be raining

it has rained

it has been raining

it is raining

it may have been raining
xit may have been rained
xit may been have rain
xit may have been rain

TAB. 5.2 — Utilisation correcte des auxiliaires. L’échantillon d’apprentissage se
trouve au dessus de la ligne, [’ensemble de test au dessous.

incorrectes soient acceptées.

A la lumiere de la solution que nous proposons, il est intéressant d’examiner
pourquoi les nativistes ont pensé que ces problemes étaient si importants.

Tout d’abord, le débat s’est toujours focalisé sur comment construire l'inter-
rogation a partir de la phrase déclarative. C’est ainsi qu’a été posée la question
de savoir quel auxiliaire doit passer en téte de phrase. Cela revient a dire implici-
tement que la phrase interrogative ne peut étre obtenue qu’a partir de la phrase
déclarative, ce qui a donné un grand nombre de travaux se basant sur des trans-
formation grammaticale. Aujourd’hui, grace a ’étude de nouveaux formalismes
permettant l'inférence directe de telle structures, sans passer par une étape de
transformation, il est évident que cette supposition était fausse. S’il existe bien
stir un lien, sémantique, entre ces deux structures, il n'implique pas la nécessité
d’une relation syntaxique/grammaticale.

Ensuite, le présupposé sur les algorithmes d’apprentissage est tres réducteur.
Il consiste a penser que seule la présence de structures grammaticalement iden-
tiques dans les données peut permettre I'induction. Nous avons, au minimum,
réussi a démontrer que cette supposition est fausse. La structure correcte peut
étre apprise en ’absence de structure similaire dans les données: tant que les
différentes parties peuvent étre apprises séparément, il est possible d’'inférer la
globalité de la structure.

Une question de plus grande importance est de savoir si les bons résultats de
notre algorithme ne sont pas dis au fait qu’il soit biaisé pour répondre a ce genre
de problemes et seulement a ceux-la. De tels algorithmes sont appelés “domaine-
spécifiques” en opposition aux algorithmes “génériques” qui eux permettent de
répondre a plus de problemes mais dont les solutions ne sont pas forcément opti-
males. Clairement notre algorithme est biaisé: il surgénéralise massivement. Un
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de ses avantages est que sa simplicité permet une explication remarquablement
claire de son biais. Mais est-ce que ce biais est spécifique au domaine de la langue
anglaise? Il ne se réfere en aucune fagon a quelque chose de spécifique au type
de problemes qu’il résout : il n’utilise aucune connaissance a prior: sur la parole
ou les phrases d’apprentissage, ni méme a une éventuelle structure hiérarchique
de ces phrases. Il n’est méme pas spécifiques aux langues naturelles! Il est de
nos jours largement entendu que ce type d’approches forme des algorithmes gé-
nériques [JP05].

5.6 Conclusion et perspectives

Les algorithmes d’apprentissage de langages réguliers se focalisent sur l'iden-
tification des états de 'automate fini déterministe minimal. Ces états sont iso-
morphes aux résiduels permettant de représenter le langage en question. Quand
on s’intéresse aux langages hors-contextes dans cette optique, I'idée naturelle est
d’identifier, par exemple, les configurations d’un automate a pile, c’est-a-dire les
paires formées d’un état et d’'une composition potentielle de la pile. Un des pro-
blemes de cette approche est que la structure dépend de la représentation (ici
les automates a pile). Une fagon de voir le travail développé dans ce chapitre,
est de dire qu'une meilleure approche consiste a identifier les éléments du mo-
noide syntaxique. Ce monoide représente la structure du langage dans une forme
dépouillée, sans les "fioritures” inhérentes au choix d’une représentation particu-
liere. Du point de vue de 'apprentissage, cette approche est intéressante et plus
naturelle car elle est purement syntaxique: elle est liée au langage en lui-méme
et pas a une de ses représentations.

Un autre point important est que nos algorithmes ne reposent pas sur 'iden-
tification de constituants, c’est-a-dire des facteurs ayant été générés par le méme
non terminal d'une grammaire cible. De nombreux algorithmes d’apprentissage
de langages hors-contextes se sont concentrés sur ce but, alors que c’est une ap-
proche qui, d'un certain point de vue, n’est pas pertinente: il existe un grand
nombre de grammaires engendrant le méme langage, et les constituants de 1'une
ne sont pas forcément les constituants des autres.

Une des faiblesses de ce travail est que nous n’avons pas obtenu de caractérisa-
tion grammaticale de la classe apprise, ni un algorithme permettant de déterminer
si un langage hors-contexte est substituable. Il semble clair que cette propriété
est indécidable dans le cas général, mais il est peut-étre possible de décider si un
langage N'TS est substituable.

D’un point de vue plus général, notre approche est basée sur l'identification
des facteurs syntaxiquement congruents. Les langages substituables possedent une
propriété qui permet une procédure simple pour déterminer si deux facteurs sont
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congruents. Mais cette approche peut sembler un peu naive en ce sens qu’elle
correspond a un fonctionnement dit du “tout ou rien”. Cependant, il est facile
d’imaginer des propriétés plus complexes, par exemple sur la distribution des
contextes de facteurs, et ainsi d’étudier (et d’apprendre) des classes plus impor-
tantes que celle des langages hors-contextes substituables. On peut aussi imaginer
la définition de langages k-substituables, a I'instar des langages k-réversibles: un
langage serait k-substituable si des que deux facteurs admettent le méme contexte
de taille £ ils partagent alors tous les contextes de cette taille.

Pour conclure, nous avons montré qu'une formalisation simple de I’idée de sub-
stitution introduite par Harris permet un apprentissage polynomial d’une sous-
classe des langages hors-contextes, sous-classe suffisamment intéressante pour ré-
pondre a des problemes d’autres disciplines que l'inférence grammaticale.
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Le premier apport de ce document réside dans le second chapitre. C’est a notre
connaissance la premiere tentative de synthese visant a répertorier et a analyser
les problemes propres a l'inférence grammaticale des langages hors-contextes.
Nous extrayons ensuite trois grandes classes de solutions regroupant les différentes
approches suivies par les chercheurs de la communauté.

Nos contributions explorent trois pistes permettant d’apprendre des langages
hors-contextes, chacune contournant quelques-unes des difficultés inhérentes a
I’apprentissage des langages hors-contextes.

La premiere consistait a structurer des exemples d’apprentissage dans le but
d’utiliser, par la suite, un algorithme existant capable d’identifier a la limite
I’ensemble de la classe des langages hors-contextes. Bien que nos résultats n’aient
pas été aussi positifs qu’espérés, ce travail met en évidence les problemes posés
par une telle approche.

Dans un deuxieme temps, nous avons proposé une approche reposant sur un
changement de représentation. Un grand nombre de problemes ayant été mis
en évidence lors de 'utilisation de grammaires hors-contextes, il nous a semblé
judicieux de chercher un autre formalisme pour représenter les langages algé-
briques. C’est ainsi que nous avons introduit la classe des systemes délimités de
réécriture de mots hybrides et presque non-chevauchants et obtenu un résultat
d’identification a la limite sur une sous-classe de ces systemes. De plus, une étude
expérimentale a permis de montrer I’efficacité de notre approche, relativement aux
meilleurs algorithmes de I’état de l'art [EdIHJ04, EAIHJ06].

Enfin, nous avons présenté un troisieme travail, reposant sur une restriction
a une sous-classe des langages hors-contextes. Notre but était d’apprendre des
langages a partir d’exemples de mots du langage seulement. Or des résultats
théoriques démontrent que la classe entiere n’est, dans ce cas, pas identifiable
a la limite. Contrairement aux restrictions précédemment proposées, nous
définissons notre sous-classe a l'aide de contraintes sur les langages et non sur
les regles des grammaires. Cela permet une indépendance bien venue vis-a-vis
de la classe de représentations. Nous obtenons ainsi un résultat d’identification
de la classe des langages substituables, que ce soit a I'aide de grammaires ou de
systemes de réduction [CE05, CEO06].
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Le travail reposant sur un changement de représentation des langages offre
de multiples perspectives. De nombreuses propriétés ont été introduites en
théorie des langages pour les systemes de réécriture, comme par exemple la
“basicité” [Sén98], et certaines peuvent sans doute permettre des résultats
d’apprentissage. D’autre part, nous avons choisi de gérer la confluence a
I’aide d’une contrainte simple qui peut certainement étre raffinée. D’autant
plus que nous nous sommes rendu compte des problemes qu’elle posait lors de
I’apprentissage.

Le contenu du dernier chapitre de cette these pourrait étre le point de départ
de bien d’autres travaux. La substituabilité, que nous avons formalisée, étant
I’analogue hors-contexte de la réversibilité des langages réguliers, le grand nombre
de résultats obtenus sur cette derniere classe et ses classes dérivées laisse présager
du fort potentiel de cette approche.

Nos deux derniers travaux présentés, bien que I’approche soit différente, par-
tagent plusieurs caractéristiques. Tout d’abord, la plus évidente est 1'utilisation
de systemes de réécriture de mots. Dans un cas il s’agit du fondement méme de
I’approche alors que dans le second travail c¢’est simplement une possibilité. Ce
formalisme de représentation de langages n’a été que tres peu utilisé en inférence
grammaticale mais ces premiers résultats en font un tres bon candidat pour sup-
pléer les grammaires, et 'attention de membres de la communauté commence a
se concentrer dessus [MOPO06].

Une autre caractéristique commune a ces deux travaux est que le processus
d’apprentissage se base sur une étude des contextes des facteurs. L’algorithme
LARS accepte une regle si, quel que soit le contexte, la partie gauche de la regle
dans ce contexte appartient au langage si et seulement si la partie droite dans ce
méme contexte en fait partie. Quant aux langages hors-contextes substituables,
leur définition méme repose sur une contrainte similaire au niveau des contextes.
Ainsi, pour apprendre des langages hors-contextes nos deux approches se foca-
lisent sur I’étude. .. des contextes !

Si les travaux utilisant des systemes de réécriture de mots constituent une
perspective intéressante pour l'apprentissage de langages algébriques, d’autres
voies sont en train de s’ouvrir. Par exemple, l'utilisation de machines a
noyaux [MMR*01], dotées de noyaux explicitement construits pour travailler sur
des mots, est une idée séduisante [CFWS06].

Une autre approche, intéressant fortement les chercheurs de la communauté
du traitement de la langue naturelle, consiste a se restreindre a une classe de
langages transversale a la hiérarchie de Chomsky : les langages midly context-
sensitive. Si, dans la définition informelle initiale [Jos85], cette classe conte-
nait strictement ’ensemble des langages hors-contextes, les travaux récents ont
tendance a la considérer comme transversale a la hiérarchie de Chomsky. Par
exemple, quel est l'intérét, quand on cherche a modéliser les langues naturelles,
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a ce que la classe contienne I’ensemble des langages finis 7 Quoi qu’il en soit,
la plupart des structures hors-contextes y sont représentables. Cette classe peut
étre représentée entierement ou en partie par plusieurs formalismes, la plupart
étant des systemes de réécriture particuliers. L’inférence grammaticale de cette
classe est un challenge nouveau et prometteur [BBY04, OABBAOG].

Ces résultats tendent a montrer que la hiérarchie de Chomsky, définie par
des contraintes syntaxiques sur les regles des grammaires, n’est pas pertinente
du point de vue de 'apprentissage. La classe des langages hors-contextes souffre
ainsi d'une hétérogénéité importante au niveau des propriétés des langages qu’elle
regroupe. A I’exception de celui de Sakakibara, tous les résultats positifs obtenus
dans le cadre de I'identification polynomiale a la limite 'ont été sur des classes
transversales a la hiérarchie. Et le fait que l'on soit capable d’apprendre une
classe contenant des langages qui ne sont pas hors-contextes abonde dans ce sens.
Ce qui précede contribue a remettre en question la pertinence de 1'utilisation de
grammaires en inférence grammaticale.

Saint-Etienne,
le 10 novembre 2006.
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Résumé

L’inférence grammaticale a pour but I'apprentissage automatique de langages formels.
Jusqu’a récemment, l'attention des chercheurs s’est principalement focalisée sur les
langages réguliers. Mais il est plus difficile de s’attaquer a 'inférence des langages hors-
contextes, la classe de complexité suivante dans la hiérarchie de Chomsky. En effet,
des barrieres importantes ont été découvertes: plusieurs résultats théoriques montrent
I'impossibilité d’apprendre l'intégralité de cette classe. Pourtant dans de nombreux
domaines, allant de la génétique au traitement des langues naturelles, en passant par
la compression de texte, ce type de langages est nécessaire.

Dans cette theése, nous commencons par analyser et par classer les difficultés inhé-
rentes & I'inférence des hors-contextes. Nous montrons ensuite comment, dans la litté-
rature, les auteurs ont tenté de contourner ces difficultés, avec plus ou moins de succes.
Nous étudions, en particulier, une solution consistant a modifier un algorithme de com-
pression afin de structurer des exemples d’apprentissage (extraction de squelettes) ; ces
exemples peuvent ensuite étre utilisés par 'algorithme de Sakakibara (1992) qui per-
met théoriquement d’identifier I'intégralité des hors-contextes a partir de squelettes. Or
nous montrons que cette approche ne peut pas étre fructueuse, ce qui limite, du méme
coup, le résultat de Sakakibara aux données intrinsequement structurées.

Nous présentons ensuite deux contributions originales visant a contourner les écueils
de I'apprentissage des hors-contextes. Notre premiere approche repose sur un change-
ment de représentation: nous utilisons des systemes spécialisés de réécriture de mots
pour représenter les hors-contextes; nous étudions ensuite les bonnes propriétés d’un
nouvel algorithme d’apprentissage, tant d’un point de vue formel (identification polyno-
miale & partir d’exemples positifs et négatifs) qu’expérimental. Notre seconde approche
consiste a restreindre la classe des hors-contextes étudiés: nous définissons les langages
substituables, et proposons un algorithme capable de les identifier polynomialement
a partir d’exemples positifs seulement. Nous développons enfin une application a un
probleme de modélisation de I'acquisition par 'enfant de sa langue maternelle.



